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ПЕРЕСТРОЙКА ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ, 
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩЕЙ С ПРОЦЕССОМ РЕЗАНИЯ,                                                  

В ХОДЕ ЕЁ ЭВОЛЮЦИИ 

Предлагается новый способ математического моделирования эволюционных преоб-
разований в динамической системе, взаимодействующей со средой. Процесс резания, обра-
зующийся в результате взаимодействия механических подсистем инструмента и заготов-
ки, рассматривается в качестве среды. Особенность среды зависит не только от коорди-
нат состояния системы, но и от траектории. Поэтому параметры динамической модели 
среды представляются в виде интегральных операторов Вольтера относительно траек-
торий работы и мощности необратимых преобразований. 

Моделирование;  эволюция; интегральные операторы. 

V.L. Zakovorotny, Pham Dinh Tung 

THE REORGANIZATION OF THE DYNAMIC SYSTEM INTERACTING 
WITH THE CUTTING PROCESS, DURING ITS EVOLUTION 

The article proposes a new method of mathematical modeling of evolutionary transforma-
tions in the dynamic system, which interacts with the medium. The cutting process, which is 
formed as a result of interaction of mechanical subsystems of the tool and workpiece, is consi-
dered a medium. The features of the medium depend not only on the state coordinates of the sys-
tem, but on the trajectories. Therefore the parameters of dynamic model of environment are 
represented in the form of Voltaire's integrated operators relative to the trajectories of the work 
and power of irreversible transformations. 

Modeling; evolution; integrated operators. 

Изучение эволюции технической системы является традиционным, и оно свя-
зано с проблемой обеспечения надёжности. В частности, при обработке изделий на 
металлорежущих станках изучение эволюционных преобразований затрагивает 
такие вопросы, как развитие износа инструмента, изменение показателей качества 
изделий в ходе функционирования системы резания и др. Однако все эти показа-
тели характеризуют внешнее проявление эволюционных изменений. Большее зна-
чение имеют эволюционные изменения динамической характеристики процесса 
резания, которая оказывает влияние на параметры геометрического качества изде-
лия и состояние процесса обработки через процессы динамической перестройки 
системы. Последние проблемы обсуждаются в настоящей статье.   

Математическая модель эволюционных преобразований. При построении 
динамических моделей используется иерархический принцип, основанный на раз-
делении движений на «медленные» движения исполнительных элементов и «бы-
стрые»,  которые рассматриваются в вариациях относительно траекторий «мед-
ленных» движений [1]. Будем считать заданными траектории «медленных» дви-
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жений исполнительных элементов, которые формируются в независимой системе 

отсчёта  TXXXXX },,,{ 4321 X. Для определённости, например, примени-

тельно к токарной обработке компоненты вектора X  имеют следующий смысл: 

1X  – координата поперечного перемещения суппорта; 2X  – координата переме-

щения суппорта в направлении скорости резания (очевидно, что в традиционной 

компоновке станка 02 X ); 3X  – координата продольного перемещения суп-

порта; 4X  – угловая координата положения шпинделя. Если обработка ведётся с 

неизменной частотой вращения шпинделя, то constdtdX /4 . Таким образом, в 

пространстве X  задаются траектории исполнительных перемещений станка. Если 
не принимать во внимание погрешности приводов исполнительных перемещений, 
то эти траектории, заданные в виде фазовых траекторий, – есть программа ЧПУ. 
Например, для токарного станка при программировании траектории движения 
суппорта задаётся скорость подачи на заданном перемещении, т.е. фазовая траек-

тория }/,{ 33 dtdXX . В результате пересечения траекторий пространства X с 

расположенной в этом пространстве заготовкой формируются взаимодействия 

 TtFtFtFF ))(),(),(( 321 F, заданные своими проекциями.  Эти силы совер-

шают работу при некоторой их мощности. Именно работа сил резания при некото-
рой их мощности приводит к изменению свойств процесса резания, вызывая эво-
люционные преобразования в динамической системе резания.  

Силы резания зависят от упругих деформаций инструмента относительно за-
готовки. Поэтому введём в рассмотрение векторы упругих деформаций инстру-

мента  TtYtYtYtY )}(),(),({)( 321 Y относительно заготовки 

 TtZtZtZtZ )}(),(),({)( 321 Z. Следовательно, в общем случае силы резания 

являются функциями всех координат пространств X, Y и Z. Как уже было отмече-
но, в рамках настоящей статьи траектории исполнительных элементов станка и 
геометрия заготовки в пространстве X считаются заданными. Следуя [1], опреде-
лим уравнение динамики системы, которое дополним эволюционными измене-

ниями параметров },,{ 21 spppp   динамической характеристики процесса 

резания (в общем случае – среды): 
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где m , M  – диагональные матрицы размером 33 ;  kscc , ,  ksCC ,  – 

положительно определённые симметричные матрицы жёсткости подсистемы инст-

румента и заготовки размером 33 , неизменные по координатам перемещения 

суппорта и неизменные при смещении точки равновесия системы;  kshh , , 

 ksHH ,  – положительно определённые симметричные матрицы диссипации 

подсистемы инструмента и заготовки размером 33 , также неизменные по коор-
динатам перемещения суппорта и неизменные при смещении точки равновесия сис-

темы; ( ) exp ( )
i

i

P
P

w A τ A τ

T

⎡ ⎤   ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 – ядра интегральных операторов, причём, 

iPT  – постоянные работы, имеющие размерность кГм , эти параметры характери-

зуют эволюционную наследственность траекторий по мере совершения работы;              

PV  – скорость резания, которая в нашем случае считается постоянной. 

Сделаем предварительные замечания по поводу модели (1). В рассматривае-
мой системе параметры динамической характеристики процесса резания имеют 

начальные значения 0,ip  и значения ip , зависящие от траектории работы и мощ-

ности. В свою очередь, траектория работы и мощности является функцией коор-
динат состояния системы. В дальнейшем будем рассматривать наиболее важный 
случай, когда работа и мощность изменяются настолько медленно, что в пределах 
одного шага интегрирования системы (1) их можно считать неизменными. Други-

ми словами, запаздывание в вычислении A  и N  на один шаг не влияет на общую 
динамику системы. Кроме этого в систему (1) входят параметры динамической 
модели подсистем инструмента и заготовки. Методы вычисления этих параметров 
и их идентификации известны [2]. Что касается динамических моделей процесса 
резания, раскрывающих связь координат исполнительных элементов станка и уп-
ругих деформаций инструмента относительно заготовки, то такие модели рас-
смотрены ранее [2]. В частности, показано, что в окрестности стационарной траек-
тории, задаваемой «медленными» движениями исполнительных элементов, воз-
можно их линеаризованное представление. Тогда в окрестности стационарной тра-
ектории «медленных» движений реакция со стороны процесса резания определя-
ется матрицами динамической жёсткости и диссипации процесса обработки. 
Принципиальное значение при изучении эволюционной перестройки динамиче-
ской системы имеют параметры ядер интегральных операторов )( Aw

iP , кото-

рые в данном случае считаются стационарными. Вопросы идентификации ядер 
будут рассмотрены в других наших публикациях.  

Особенности эволюционных преобразований динамической системы. 
Рассмотрим систему, обладающую следующими свойствами:  

 силы резания удовлетворяют гипотезе неизменной их ориентации в про-
странстве. Ориентация задаётся угловыми коэффициентами 

),,( 321   ; 

 в вариациях относительно стационарной траектории, задаваемой X , ди-
намическую характеристику можно линеаризовать и реакцию со стороны 
процесса обработки заменить матрицами динамической жёсткости и дис-
сипации. Тогда вместо (1) имеем: 
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где f ,  ,   – согласующие коэффициенты, имеющие соответственно размер-

ность 
с

кГм


⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 
с

кГм


⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 и 
c

кГм





⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, эти коэффициенты характеризуют интенсив-

ность эволюционных изменений постоянной составляющей силы резания, жёстко-
сти и диссипации процесса обработки. В этом случае эволюционные составляю-
щие постоянной составляющей силы резания, коэффициента жёсткости и дисси-
пации соответственно получаются в ][кГ , ]/[ мкГ  и ]/[ мкГс .  

В системе (2) начальные условия определяются значениями упругих дефор-

маций инструмента TYYYY },,{ 321
   относительно заготовки 

TZZZZ },,{ 321
   на начальной стадии процесса, когда эволюционные изме-

нения параметров динамической жёсткости и диссипации отсутствуют, т.е.  
0)()(  AA  . Таким образом,   

TYYYY },,{)0( 321
 , T

dt

dY
}0,0,0{)0(  , TZZZZ },,{)0( 321

 , 

T

dt

dZ
}0,0,0{)0(  .                                                 (3) 

В приведённой модели скорость резания считается величиной постоянной. 
Таким образом, если система имеет точку равновесия асимптотически устойчи-
вую, то работу совершает только составляющая силы, направленная по скорости 

резания. Координаты  YY )0(  и  ZZ )0( , определяющие начальное состоя-

ние системы,  являются решениями систем 

3,2,1),0()0();0()0(  iFCZFcY ii  .                         (4) 

Функции Y  и Z  характеризуют смещения точки равновесия, обусловленные  
особенностями силового взаимодействия на начальном этапе процесса резания и 
эволюционными преобразованиями системы (2) в связи с совершаемой работой 
при некоторой мощности необратимых преобразований, зависящей от траектории. 

Старт эволюционных преобразований начинается в точке 0t , в которой совер-
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шённая работа равна нулю. Поэтому имеет смысл при анализе рассматривать ком-

позицию )()( )(
АYYAY Э   и )()( )(

АZZАZ Э  , которой во времени 

соответствует композиция )()( )( tYYtY Э   и  )()( )( tZZtZ Э  . Так как 

работа, время, текущие силы и перемещения в (2) взаимосвязаны, то можно также 

рассмотреть функции )()( 3
)(

3 XYYXY Э   и )()( 3
)(

3 XZZXZ Э   

смещения точки равновесия по перемещению инструмента относительно заготов-

ки. Причём, здесь 3X  есть путь, пройденный инструментом относительно заго-

товки при изготовлении партии изделий.  
Функция )(tA  является возрастающей на всем интервале интегрирования, 

так как подынтегральное выражение в любой момент времени неотрицательная 
величина. Так как в приведённой упрощённой модели суммарные матрицы жёст-
кости и диссипации имеют коэффициенты, которые «медленно» изменяются в хо-
де эволюционных преобразований, то эволюционной является не только точка 
равновесия, но и изменяются динамические свойства системы для «быстрых» 

движений. Поэтому эволюционной траектории )()( tY Э  и )()( tZ Э  должны соот-

ветствовать траектории корней характеристического полинома в комплексной 
плоскости. Однако при высокой интенсивности эволюционных преобразований 
возможна такая ситуация, когда сами эволюционные преобразования оказывают 
влияние на динамику системы. Интенсивность эволюционных преобразований в 
(2) определяется коэффициентами   и  . 

Приведём пример. Будем считать неизменными динамические характеристи-
ки подсистемы инструмента и все условия обработки, кроме значений динамиче-
ской жёсткости и диссипации процесса резания. Основные параметры приведены в 

табл. 1,2, начальные значения жёсткости и диссипации – /кГ ммα   и 

кГс

мм

β  . Сила резания на начальном этапе – кГF  . Постоянные эво-

люционной наследственности T  и T  соответственно равны 
α

кГмT   и 

βT кГм . Коэффициенты ориентации силы: ,χ   ; ,χ   ; 

,   . Мы видим, что в зависимости от параметров интенсивности эволюци-

онных преобразований   и   кривые смещения точки равновесия в направлении, 

нормальном к оси вращения заготовки, меняются (рис. 1), и при некоторых их зна-
чениях они напоминают кривые износа инструмента. Это лишний раз указывает на 
связь величины износа инструмента с изменениями динамической характеристики 
процесса резания.  

Таблица 1 
Параметры подсистемы инструмента 

3
2

10, 
мм

кГс
m  

мм

кГс
h,  310, 

мм

кГ
c  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡

25,0;0;0

0;25,0;0

0;0;25,0
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

7,0;2,0;08,0

2,0;5,0;1,0

08,0;1,0;6,0
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

6,1;4,0;2,0

4,0;2,1;3,0

2,0;3,0;0,1
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Таблица 2 
Параметры подсистемы заготовки 

3
2

10, 
мм

кГс
m  

мм

кГс
h,  310, 

мм

кГ
c  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0,5;0;0

0;0,5;0

0;0;0,5
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0,2;6,0;8,0

6,0;0,4;0,1

8,0;0,1;0,5
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0,1;01,0;08,0

01,0;2,0;1,0

08,0;1,0;2,0
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1 - 2,0 , 1,0 ; 
2 - 2,0 , 5,0 ; 
3 - 2,0 , 0,1 . 
 

 
Рис. 1. Смещение точки равновесия системы в направлении, нормальном к оси 

вращения заготовки, при её эволюционных преобразованиях 

Рассмотрим траектории корней характеристического полинома (рис. 2,а), соот-
ветствующие эволюционным траекториям отклонения точки равновесия, изобра-
жённым на рис. 1. Траектории вычислены для характеристического полинома сис-
темы (2) в предположении, что текущие параметры системы являются заморожен-
ными. Рассматриваемой системе отвечают шесть пар комплексно-сопряжённых кор-

ней )1()1()1(
iii jbap   и )1()1()2(

iii jbap   ( 6,2,1 i ), расположенных в 

левой комплексной полуплоскости, так как замороженная система остаётся устойчи-
вой на всём рассматриваемом отрезке функционирования. Эволюционной траекто-
рии каждого корня или его вещественной и мнимой составляющим однозначно со-
ответствует эволюционное смещение точки равновесия. На рис. 2,б приведён при-
мер, иллюстрирующий  возможность разделения отдельных эволюционных стадий 
на классы по признаку смещения точки равновесия.  

Так как рассматриваемая система является детерминированной и эволюци-
онные кривые корней не имеют участков неоднозначности, то оценивание 

)()( tY Э  и )()( tZ Э  может быть абсолютно точным. Однако возможна постановка 

вопроса об оценивании эволюционных смещений на основе авторегрессионного 
спектрального анализа с помощью наблюдения за вибрационной последовательно-
стью. В этом случае можно сформировать информационное пространство, состоя-
щее из вещественных и мнимых составляющих корней и использовать методы 
классификации, подробно рассмотренные ранее, например, на основе байесовско-
го классификационного правила. 
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Рис. 2. Эволюционные траектории корней характеристического полинома (а)       
и пример разделения на классы по величине эволюционного смещения точки 

равновесия (б) 

Эволюционная перестройка динамической системы. В примере принята 
гипотеза о неизменности ориентации сил резания в пространстве, которая спра-
ведлива лишь в низкочастотной области и при малых вариациях износа режущего 
инструмента. При рассмотрении же системы (1) в вариациях, приходится считать-
ся с тем, что в ходе эволюции наблюдается перераспределение между составляю-
щими сил, действующих в различных направлениях. При этом в суммарных мат-
рицах жёсткости и диссипации не только образуются кососимметричные состав-
ляющие, но и сами матрицы могут стать отрицательно определёнными. В этом 
случае точка равновесия может стать неустойчивой, и тогда в пространстве со-
стояния формируются некоторые многообразия. Проиллюстрируем этот эволюци-
онный режим на простейшем примере. Будем считать деталь недеформируемой, и 
процесс точения при неизменных внешних условиях (скорость, подача, припуск). 
Для упрощения не будем рассматривать влияние работы и мощности на общие 

силы резания, т.е. 0)( ЭF . Таким образом, эволюционно меняются исключи-
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тельно матрицы динамической жёсткости и диссипации процесса. На квазистати-

ческие позиционные силы в вариациях относительно точки равновесия X  ока-

зывают влияние деформации инструмента в направлении 1X . Эти составляющие 
изменяют суммарную матрицу жёсткости системы. Что касается матрицы дисси-
пации процесса резания, то в результате эволюции, как уже было отмечено ранее, 
изменяются все её компоненты. Как и ранее, скорость резания и две составляющих 

силы TFFFF },,{ 3,02,01,00   будем считать постоянными.  Таким образом, вме-

сто (3) имеем:  

,

( ) ( ) ( )
( ) , ;

( ) ( ) ( ) ( )
, , , , , , ;

( )
, ( ( )) ,

T

i i i i i i

d X t dX t dX t
m h cX t F X

dt dt dt

dX t dX t dX t dX t
F X F X F X F X

dt dt dt dt
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F X F α X t β φ μ

dt dt dt dt
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 (5) 

Ядра операторов в (5) имеют ту же структуру, что и в (2). Однако совершаемая 
работа, соответствует (2) лишь в случае, когда система имеет точку равновесия, 
асимптотически устойчивую. В общем случае в отличие от (2) работа и мощность 

определяется для сил, имеющих различные проекции на оси 1X , 2X  и 3X . Вы-

ражения для вычисления работы в общем случае подробно проанализированы в 
нашей монографии [1]. Таким образом, в ходе эволюции наблюдается перераспре-
деление элементов матрицы жёсткости и диссипации системы. При этом в матри-
цах жёсткости, как правило, возрастают те составляющие, которые формируют 

силовые реакции со стороны среды в направлениях 1X  и 3X . Коэффициенты 

матрицы диссипации варьируются в результате действия следующих факторов: 
 они принципиально зависят от величины запаздывающего аргумента при 
формировании изменений сил резания, а запаздывающий аргумент при не-
изменной скорости резания увеличивается при возрастании объёма пласти-
ческой деформации в зоне резания, вовлекаемого в перестройку системы. 
Поэтому матрицы диссипации при малых вариациях координат состояния 
относительно точки равновесия могут быть отрицательными и по модулю 
они, как правило, возрастают в ходе эволюционных преобразований; 

 за счёт кинетической характеристики процесса резания на падающем уча-
стке зависимости сил от скорости наблюдается эффект отрицательного 
трения в области контакта передней грани инструмента со стружкой и в 
области, прилегающей к задней поверхности инструмента. Этот эффект, 
как правило, возрастает по мере приработки и развития износа, т.е. в ходе 
эволюции системы.  
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Рассмотрим пример эволюционного изменения системы резания в предполо-

жении, что матрицы диссипации остаются неизменными, т.е. 0 iii  . 

Ограничимся случаем, когда работа, совершаемая при колебаниях системы в окре-
стности точки равновесия, пренебрежимо мала, по сравнению с работой, совер-
шаемой главной составляющей силы резания по мере перемещения инструмента 
относительно заготовки. Это справедливо в тех случаях, когда точка равновесия 
является асимптотически устойчивой или многообразия, формируемые в окрест-
ности этой точки, имеют амплитуды, существенно меньшие, чем величина при-
пуска на обработку. Тогда вместо (5) необходимо рассмотреть следующую упро-
щённую эволюционную систему резания: 
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h  – суммарная матрица 

диссипации с учётом реакции со стороны процесса резания. 
Рассмотрим конкретный пример для этого случая. Основные параметры сис-

темы приведены в табл. 3. 
Таблица 3 

Параметры подсистемы инструмента с учётом реакции со стороны 
процесса резания 

3
2

10, 
мм

кГс
m  

мм

кГс
h ,  310, 

мм

кГ
c  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

25,0;0;0

0;25,0;0

0;0;25,0
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4,1;2,0;1,0

2,0;5,1;2,0

1,0;2,0;2,1

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

6,1;4,0;2,0

4,0;2,1;5,0

2,0;5,0;0,1
 

Суммарная матрица диссипации условно принята симметричной и положи-
тельно определённой. Начальные значения сил, определяемые технологическими 

режимами ( ,P ммt   , , /P мм обS   , , /P м минV   ), при точении 

стали 20Х режущими пластинками из Т15К6 равны , ,F кГ    , 
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, ,F кГ     , 
, ,F кГ     . Начальные значения коэффициентов жёсткости 

процесса резания соответственно равны , /кГ ммα   , , , /кГ ммα     , 

, , /кГ ммα     . Мы видим, что пары корней характеристического полинома 

после некоторой эволюции становятся равными между собой и вещественными 
(точка А на рис. 3,б). Затем эти корни расходятся по вещественной оси в разные сто-
роны, и один из корней пересекает мнимую ось. В этот момент «замороженная» сис-

тема теряет устойчивость точки равновесия, и координата 1X  по закону неустойчи-
вой экспоненты уходит в бесконечность. Наблюдается так называемый «подрыв» 
инструмента. Система в целом в этом случае претерпевает двойные бифуркацион-
ные преобразования. Три наложенных друг на друга устойчивых фокуса на началь-
ной стадии эволюции преобразуются в точке А на рис. 3 в два устойчивых фокуса, 
которым соответствуют колебания относительно узла, асимптотически стремящего-
ся к точке равновесия. Затем в точке В одна из траекторий становится неустойчивой, 
но к ней стягиваются все остальные траектории. Приведённый пример показывает, 
что эволюционные преобразования в процессе резания характеризуются износом 
инструмента и (или) изменением текущих значений диаметра обрабатываемой заго-
товки. Это лишь два внешних проявления эволюционных изменений системы. 
Большего внимания, на наш взгляд, заслуживает изменение топологии фазового 
пространства, проявляющейся в бифуркационных преобразованиях и связанных с 
ними изменениях динамической характеристики процесса резания. 
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Рис. 3. Эволюционные траектории смещения точки равновесия системы в 

направлении 1X  (а) и корней характеристического полинома (б) для системы (6) 

Однако типичным для динамических систем резания является переход пар кор-
ней характеристического полинома из левой в правую комплексную полуплоскость.          
В этом случае в точке перехода корней через мнимую ось наблюдаются бифуркации 
Андронова–Хопфа – рождения орбитально асимптотически устойчивого продельного 
цикла, который затем, как правило, преобразуется в двумерный инвариантный орби-
тально устойчивый тор. Не останавливаясь на деталях, приведём пример проекций 
фазовых траекторий для этого случая (рис. 4). На приведённой иллюстрации рассмат-
ривалась упрощенная динамическая система процесса резания, состоящая из двух 
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взаимодействующих через процесс резания колебательных контуров, характеризую-
щих колебания подсистемы инструмента и заготовки. Силы резания представляются в 
виде нелинейного звена относительно суммарных значений деформационных смеще-

ний инструмента 1X  и заготовки 2X . В свою очередь, учитывалось, что вариации 
сил запаздывают относительно деформационных смещений. Запаздывание моделиро-

валось апериодическим звеном первого порядка с постоянной времени PT . 
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Рис. 4. Преобразование стационарных многообразий, формируемых в 
окрестности эволюционной траектории динамической системы резания:                      

а – асимптотически устойчивая точка равновесия; б – временная траектория 
движения к предельному циклу от неустойчивой точки равновесия; в – временная 
траектория движения к предельному циклу при начальных условиях, находящихся 
за предельным циклом; г – предельный цикл; д – стационарная траектория 

двумерного инвариантного тора 
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На основе выполненных исследований построена бифуркационная диаграмма, на 
которую нанесена эволюционная траектория изменения параметров динамической 
модели процесса резания (рис. 5). Приведённая диаграмма практически совпадает с 

областью D-разбиения в плоскости двух варьируемых параметров Pk  и PT . 
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Рис. 5. Бифуркационная диаграмма в плоскости коэффициента жёсткости 

процесса резания  ммкгkP /  и постоянной времени  PT с : У – область 

асимптотически устойчивой точки равновесия; П.Ц. – две области 
формирования орбитально устойчивого предельного цикла; И.Т. – область 

формирования двумерного инвариантного орбитально устойчивого 
инвариантного тора 

Скрупулезное изучение бифуркационных преобразований системы в ходе её 
эволюции показывает, что практически всегда при формировании двумерного тора 
мы имеем частоты стационарных орбитально асимптотически устойчивых перио-
дических движений, кратные основной частоте. При этом наблюдается взаимная 
подстройка периодов колебаний. Квазипериодические движения наблюдаются 
лишь в ограниченной области, прилегающей к левой границе перехода от пре-
дельного цикла к инвариантному тору.  

Заключение. Приведённые материалы позволяют сделать следующие выводы: 
1. В ходе функционирования системы резания  имеет место её динамическая 

перестройка, обусловленная эволюционными изменениями параметров 
динамической характеристики процесса обработки. Эволюционным траек-
ториям параметров динамической характеристики соответствуют траекто-
рии корней характеристического полинома в комплексной плоскости. На-
блюдение за траекториями корней в процессе резания удобно выполнять 
на основе авторегрессионного спектрального анализа сигнала виброаку-
стической эмиссии. Траектории корней, в свою очередь, характеризуют не 
используемую ранее информационную базу, позволяющую в реальном 
времени диагностировать и управлять процессом резания. 

2. Эволюция параметров динамической характеристики процесса резания 
вызывает изменение параметров многообразий, формируемых в окрестно-
стях стационарных траекторий, которые задаются траекториями «медлен-
ных» движений исполнительных элементов станка. В отдельных точках 
эволюционных траекторий наблюдается изменение топологии фазового 
пространства подсистемы «быстрых» движений, т.е. бифуркации, которые 
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принципиально меняют динамический режим процесса резания. В резуль-
тате наблюдается смещение траекторий формообразующих движений ин-
струмента относительно заготовки, определяющих показатели геометри-
ческого качества изделий. Поэтому наблюдение за траекториями корней 
характеристического полинома позволяет оценивать текущие показатели 
геометрического качества изделий непосредственно в ходе обработки. 
Кроме того, изучение динамической перестройки системы позволяет на 
стадии проектирования оценивать формируемые погрешности системы, 
обусловленные эволюционными изменениями в ходе естественного функ-
ционирования системы резания.  

3. При моделировании  эволюционных преобразований в динамической сис-
теме резания необходимо использовать функциональные уравнения, в ко-
торых параметры динамической характеристики связаны с траекториями 
пространства работа – мощность интегральным преобразованием. В ре-
зультате, с одной стороны, силы необратимых преобразований при реза-
нии являются зависящими от траекторий, с другой – сами траектории яв-
ляются зависящими от сил, так как определяются траекториями работы и 
мощности.  
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