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Раздел V. Математическое моделирование 
технологических и экономических процессов 

УДК 519.4  

В.А. Жорник, П.А. Савочка  

ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ СПЛОШНОГО ЦИЛИНДРА                               
С ВНЕШНЕЙ КОЛЬЦЕВОЙ ТРЕЩИНОЙ 

Проводится исследование развития поверхностных кольцевых трещин в нагретом 
цилиндре, изготовленном из хрупкого материала (неорганическое стекло), при его охлаж-
дении в воде. Показано, что трещина может развиваться под действием температурных 
напряжений, возникающих за счет охлаждения средой, омывающей цилиндрическую по-
верхность и за счет охлаждения с берегов трещины средой, попавшей в нее. Проведен рас-
чет этих температурных напряжений; показано, что вторыми напряжениями можно 
пренебречь по сравнению с первыми. 

Цилиндр; неорганическое стекло; кольцевая трещина; охлаждение; вода; темпера-
турные напряжения. 

V.A. Zhornik, P.A. Savochka  

THERMOELASTIC PROBLEM FOR A SOLID CYLINDER WITH AN OUTER 
RING-SHAPED CRACK 

Surface ring-shaped crack development in a heated up cylinder made of fragile material 
(inorganic glass) under cooling in water is examined. It is shown that the crack may develop under 
temperature stresses arising because of cooling medium from the cylinder surface and because of 
crack banks cooling by the medium getting into the crack. Computing of these temperature stresses 
is fulfilled; it is shown that the second stresses might be neglected comparing with the first ones. 

Cylinder; inorganic glass; ring-shaped crack; cooling; water; temperature stresses. 

Введение. В процессе изготовления и эксплуатации детали машин и элемен-
ты конструкций, изготовленные из хрупких материалов, подвергаются резким теп-
ловым воздействиям. Возникающие при этом температурные градиенты вызывают 
температурные напряжения, которые, усиливаясь вблизи трещиноподобных де-
фектов, могут привести к разрушению изделия. Это явление связано с появлением 
вблизи кончика трещины растягивающих термоупругих напряжений, характери-
зуемых коэффициентом интенсивности напряжений (КИН) KI [1]. При достижении 
КИН критического значения KIC (трещиностойкости) – постоянной материала – 
трещина начинает расти. 

1. Аналитическое решение задачи. В работе авторов [2] рассматривалось 
поведение внешней соосной кольцевой трещины, расположенной в середине 
сплошного относительно длинного цилиндра длины ℓ радиуса rc, изготовленного 
из хрупкого материала (неорганическое стекло). Цилиндр, нагретый до постоян-
ной начальной температуры T02, охлаждался с цилиндрической поверхности путем 
теплообмена (коэффициент теплообмена 0) со средой (вода), имеющей темпера-
туру T01 < T02. В работе была получена зависимость КИН КI,2 от времени. График 
зависимости безразмерного КИН К*

I,2 от безразмерного времени Fo для различных 
относительных размеров трещины  приведен на рис. 1. 
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Рис. 1. Зависимость K*
I,2 от времени Fo для различных размеров кольцевой 

трещины  
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– температуропроводность материала цилиндра; 2 – его теплопроводность; 2 – 
плотность; c2 – удельная теплоемкость; rd – радиус фронта кольцевой трещины. 

При построении графиков на рис. 1 безразмерный коэффициент теплообмена 
цилиндрической поверхности со средой был принят Bi = 0rc / 2 = 90 (коэффици-
ент теплообмена 0 = 26103 Вт/м2

К – постоянная установки по охлаждению ци-
линдров). Физико-механические постоянные хрупкого материала цилиндра (неор-
ганическое стекло), использованные при построении графиков, приведенных на 

рис. 1, следующие: 
2T  = 8710-7 1/К, E2 = 6104 МПа, 2 = 0,23, 2 = 0,5852 Вт/мК, 

2 = 3,03103 кг/м3, c2 = 8,33102 Дж/кгК, KIC = 0,535 МПам1/2. Радиус цилиндра rc 
= 210-3 м, длина ℓ = 410-2 м, начальный размер кольцевых трещин в цилиндре 
0,973 <  < 0,997. 

Рассмотрим рост самой мелкой трещины размера как  = 0,997. Согласно 
рис. 1 для этой трещины K*

I,2 достигает максимального значения, равного 0,09 в 
момент времени Fo ~ 0,003. При заданной трещиностойкости K*

IС = (K*
I,2)max – по-

стоянной материала (горизонтальная штриховая линия на рисунке), физико-
механических и геометрических постоянных цилиндра, приведенных выше, и оп-
ределенной по (1) разности температур T02 – T01 
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трещина размером  = 0,997 в этот момент времени начинает распространяться, 
причем скачкообразно, до размера  = 0,77 (см. вертикальные стрелки на рис. 1). Это 
связано с тем, что все трещины размером 0,997 <  < 0,77 в данный момент времени 
имеют значения K*

I,2 большие, чем 0,09. Далее трещина от размера  = 0,77 растет 
весьма медленно (по мере развития градиентов температур по радиусу вглубь ци-
линдра и достижения K*

I,2 величины, равной 0,09) до значения  = 0,3 (см. на рис. 1 
горизонтальную стрелку), останавливаясь при этом значении размера трещины в 
момент времени Fo ~ 0,093 (цилиндр лопнул). Средняя скорость движения кончи-
ка трещины на медленной стадии роста v = 0,6110-3 м/с. 

Нужно отметить, что определенная по (2) разность температур T02 – T01 явля-
ется максимальной, при которой трещина еще не распространяется и называется 
термостойкостью стеклянного цилиндра при заданных внешних условиях испыта-
ния. При более высоком перепаде температур (с учетом приведенных выше физи-
ко-механических постоянных) безразмерный КИН K*

IC , согласно (1), окажется 
ниже 0,09 и трещины размером  = 0,997 и более мелкие, если бы они были (на-
пример,  = 0,998), начали бы распространяться. 

В вышеприведенном анализе процесса распространения трещины в цилиндре 
предполагалось, что этот процесс связан с температурными напряжениями, вы-
званными охлаждением цилиндра средой, омывающей цилиндрическую поверх-
ность, а охлаждающая среда, попавшая в трещину, только снижает (~ на 25 %) 
прочность цилиндра, а значит, и KIC как поверхностно-активная среда. При этом 
предполагалось, что температурные градиенты и напряжения, обусловленные ох-
лаждением средой с берегов трещины, пренебрежимо малы по сравнению с на-
пряжениями, вызванными охлаждением с цилиндрической поверхности. 

В настоящей работе приводится расчет КИН KI,1 в цилиндре с кольцевой 
трещиной, который вызывается охлаждением цилиндра с берегов трещины, а так-
же приводится сравнение KI,1 с величиной KI,2, рассмотренной выше. 

Для расчета KI,1 необходимо, прежде всего, рассчитать температурное поле. 
Поскольку сплошной цилиндр относительно длинный (ℓ = 410-2 м), а раскры-

тие кольцевой трещины в ее устье (2d ~ 10-6 м) относительно мало, то область 
вблизи трещины, с учетом симметрии задачи относительно серединной плоскости, 
моделируется полупространством (цилиндр) с начальной температурой T02, на по-
верхности которого имеется слой толщины d из другого материала (охлаждающая 
среда) с начальной температурой T01, равной температуре окружающей среды. 
Нужно отметить, что это наиболее жесткий режим охлаждения цилиндра с берегов 
трещины, так как при попадании окружающей среды в трещину она все-таки успе-
вает прогреться и, возможно, превращается в водяной пар. 

Математическая постановка задачи теплопроводности имеет вид 
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  – температуропроводность материалов слоя и полупростран-

ства соответственно; 1,2 – теплопроводность материалов; 1,2 – их плотность; c1,2 – 
удельная теплоемкость; 1 – коэффициент теплообмена. 

Задача (3)–(10) решалась методом интегрального преобразования Лапласа по 
времени, и в случае тепловой изоляции поверхности при x = 0 ее решение на кон-
такте (x = d) имеет вид 
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Fo   – критерий Фурье; erf (x) – функция оши-

бок Гаусса. 
Как видно из выражения (11), температура на контакте (на берегах трещины) 

является функцией времени. 
Для расчета температурных напряжений вблизи кончика трещины, вызван-

ных температурным полем (11), воспользуемся решением задачи одного из авто-
ров [3]. В этой работе рассчитывался КИН KI для пространства с полубесконечной 
движущейся трещиной с начальной температурой T02, а берега трещины в началь-
ный момент времени мгновенно принимали постоянную температуру T01. 

В этом случае решение для КИН имеет вид 
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где 
2T  – коэффициент термического расширения материала пространства (ци-

линдра), E2 – модуль упругости; 2 – коэффициент Пуассона; * = rc,  = v/2a2,            
v – скорость движения кончика трещины; (x) – гамма-функция; 2F2(…) – обоб-
щенная гипергеометрическая функция. 

Для того чтобы применить решение (11) к расчету КИН с переменной во 
времени температурой на берегах трещины (d, Fo), воспользуемся теоремой 
Дюамеля [4] 
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Полученное значение K*
I,1(Fo) возникает в кончике трещины за счет охлаж-

дения средой, находящейся в движущейся со скоростью v трещине, на берегах ко-
торой задается температура T2(d, t). 

2. Численный анализ задачи 
Для получения численных значений  FoK I

*
1,

 по (13) необходимо задать фи-

зико-механические и геометрические постоянные неорганического стекла и охла-
ждающей среды (воды). 

Для стекла: 2 = 0,5852 Вт/мК, 2 = 3,03103 кг/м3, c2 = 8,33102 Дж/кгК. 
Для воды: 1 = 0,5852 Вт/мК, 1 = 103 кг/м3, c1 = 42102 Дж/кгК. 
На рис. 2 приведен график зависимости температуры на поверхности полу-

пространства (d, Fo) от времени Fo, рассчитанный по (11). 

 
Рис. 2. Зависимость температуры на поверхности полупространства (d, Fo) от 

времени Fo 
Как видно из рис. 2, температура на поверхности полупространства при Fo < 

0 равна начальной температуре T02 ((d, Fo) = 0). При Fo = 0 температура на по-
верхности полупространства мгновенно принимает значение между T01 и T02, т.е. 
T2(d, 0) = T02 – 0,563(T02 – T01), (T02 > T01), и далее она с течением времени стремит-
ся к начальной температуре полупространства T02. Это объясняется тем, что коли-
чество теплоты в конечном слое толщины d значительно меньше, чем в полупро-
странстве. 

Для численного расчета  FoKI
*

1,
 представим кривую, изображенную на рис. 2, 

в виде ступенчатой функции: 
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где H(Fo) – функция Хевисайда (H(Fo) = 0 при Fo < 0, H(Fo) = 1 при Fo ≥ 0). 
Подставляя (14) в (13), имеем 
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Окончательное выражение для  FoK I
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Для расчета  FoKI
*

1,
 по (16) необходимо значение  FoK I

* . На рис. 3 приве-

дены рассчитанные по (12) графики зависимости *
IK  от времени Fo для различ-

ных скоростей движения кончика трещины. 

 

Рис. 3. Зависимость *
IK  от времени Fo для различных скоростей движения 

кончика трещины 

По (16) рассчитывался  FoK I
*

1,
 с использованием значений i, определен-

ных из (14), и значений  FoKI
* , взятых из графика на рис. 3 для * = 2,6. Число-

вое значение 
cc r

a

v
r

2

*

2
   получено с использованием значения скорости 

движения кончика трещины v = 0,6110-3 м/с, a2 = 2,31910-7 м2/с и rc = 210-3 м.  
Результат расчета  FoKI

*
1,

 изображен на рис. 4. 

 

Рис. 4. Зависимость *
1,IK  от времени Fo для скорости трещины * = 2,6 
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Согласно рис. 4, максимальное значение  FoKI
*

1,
 = 0,0116, а согласно рис. 1 

максимальное значение  FoK I
*

2,
 = 0,09. Таким образом, максимальное значение 

*
1,IK , даже несмотря на такие, указанные выше, жесткие условия охлаждения с 

берегов трещины, меньше на порядок *
2,IK , и поэтому величиной *

1,IK  в данном 

случае можно пренебречь по сравнению с *
2,IK . 

Заключение. Проведенный расчет коэффициента интенсивности напряжений 
*

1,IK , связанный с температурным напряжениями, возникающими за счет охлаж-

дения средой, проникающей в кольцевую трещину снаружи, оказался значительно 

меньше коэффициента интенсивности напряжений *
2,IK , связанного с темпера-

турными напряжениями, возникающими за счет охлаждения средой, омывающей 
цилиндрическую поверхность. Поэтому в данных условиях коэффициентом интен-

сивности напряжений *
1,IK  можно пренебречь по сравнению с *

2,IK . 
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УДК 53.004 

А.И. Жорник, Ю.А. Прокопенко, А.Е. Чистяков 

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ИНДУКЦИОННОГО НАГРЕВА  
ПОЛОГО ЦИЛИНДРА 

Рассматривается численное решение задачи теплопроводности, описывающее про-
цесс нанесения порошковых покрытий на внутренние поверхности стальных труб мето-
дом центробежного индукционного припекания. Граничное условие на внутренней поверх-
ности полого цилиндра (трубы) учитывает поглощение тепла порошковым слоем. На 
внешней - (помимо поверхностных источников, связанных с индукционным нагревом) кон-
векцию и излучение, то есть является нелинейным. Проводится сравнение рассчитанного 
распределения температуры по толщине цилиндра с аналогичным кусочно-
линеаризованным решением. 

Покрытие; температурное поле; коэффициент теплопроводности. 

A.I. Zhornik, Yu.A. Prokopenko, A.E. Chistyakov 

NUMERICAL SOLUTION OF THE INDUCTION HEATING PROBLEM FOR 
THE HOLLOW CYLINDER 

Numerical solution of the thermal conductivity problem for the steel tubes’ internal surfaces 
powder covering process by the method of centrifugal sticking is considered in the work. Boundary 
condition on the inner surface of the hollow cylinder (tube)  implies heat absorption by the powder 
layer. On the external one (besides surface sources connected with induction heating) convection 
and radiation are included, that is we have nonlinear boundary condition. Comparison of the 
computed temperature radius distribution with an analogous sectionally linearized solution is 
fulfilled. 

Covering; temperature field; heat conductivity factor. 

Введение. Металлические трубы со внутренним порошковым покрытием на-
ходят широкое применение в различных отраслях промышленности. Одним из 
методов нанесения покрытий является метод центробежного индукционного при-
пекания, который заключается в засыпании порошковой шихты во вращающийся 
цилиндр, которая под действием центробежной силы равномерно распределяется 
по внутренней поверхности полого металлического цилиндра[5,6]. Металл нагре-
вается индуктором, расположенным вблизи внешней поверхности цилиндра. 
Мощность объёмных источников распределяется равномерно в поверхностном 
слое по всей длине и окружности цилиндра. Интенсивность источников убывает с 
глубиной по экспоненциальному закону. Но расчёты показывают, что затухание 
мощности с глубиной настолько велико, что можно перейти к плоскому поверхно-
стному источнику нагрева. 

Постановка задачи. Рассматривается задача расчета температурного поля 
внутри полого цилиндрического тела, на внутренней поверхности которого нане-
сено порошковое покрытие, а внешняя поверхность нагревается равномерно рас-


