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(12) 

Шаг 7. По данному  выбор центра  очередного стробирующего окна 
осуществляется рекуррентным образом по формуле (6):  
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КЛАССА С ОБЕСПЕЧЕНИЕМ МАКСИМАЛЬНОЙ СТЕПЕНИ 

УСТОЙЧИВОСТИ* 

Рассматривается алгоритм прямого адаптивного управления нелинейными объек-
тами специального вида. Алгоритм обеспечивает максимальную область асимптотиче-
ской устойчивости замкнутой системы при заданных ограничениях на управляющие воз-
действия. Для синтеза системы управления используется принцип максимума Понтрягина. 
Устойчивость замкнутой системы доказана посредством найденной функции Ляпунова 
для рассматриваемого класса нелинейных объектов. Приведены результаты численного 
моделирования, подтверждающие теоретические результаты. 
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ADAPTIVE CONTROL OF A CLASS OF NONLINEAR OBJECTS FOR 
ASSURING MAXIMUM OF STABILITY DEGREE. 

This paper presents algorithm of direct adaptive control for a class of nonlinear objects. 
The algorithm ensures maximal area of the system stability if the control is bounded. Control de-
sign method is based on the principle of maximum. Stability of the designed closed-loop system is 
proved by functions of Lyapunov method. Computer modeling results confirm theory. 

Direct adaptive control; principle of maximum. 
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Введение. Проблема адаптивного управления активно исследуется на протяже-
нии нескольких десятков лет [1, 2]. Однако в нелинейной постановке удается получить 
решение только для частных классов объектов. На практике наиболее широко исполь-
зуются беспоисковые адаптивные системы [2]. В рамках данного подхода возможно 
построение прямого и непрямого адаптивного управления, однако последнее строится 
из предположения о выполнении теоремы разделения, в силу чего его применение для 
нелинейных систем не гарантирует в общем случае асимптотической устойчивости. В 
этой связи более перспективным представляется прямое адаптивное управление. В 
основу предлагаемого метода положен метод структурного синтеза Л.М. Бойчука [3, 
4], компилированный позднее в терминах синергетики в  работе [5]. В иностранной 
литературе также принято ссылаться на компиляцию [6]. Данный метод успешно раз-
вивается и в настоящее время. На его основе реализовано ряд эффективных методов 
синтеза управлений подвижными объектами [7] и синтеза адаптивных систем [8, 9]. 

В настоящей статье на основе принципа максимума [10] развиваются методы 
синтеза адаптивных систем управления, представленные в [11–14]. 

Постановка задачи. Пусть объект управления представлен в следующем виде: 

  ,�x = f x,a,u,m                                                   (1) 

где x  – вектор переменных состояния; a  – вектор параметров; u  – вектор управ-
ляющих воздействий; m  – вектор внешних возмущающих воздействий; 
 muaxf ,,,  – непрерывная дифференцируемая функция. 
Для синтеза управления вместо объекта (1) рассматривается следующая мо-

дель синтеза: 

 
 ,

,,,,0

xgy

ymuaxfx




�

�

                                    
(2) 

где  muaxf ,,,0  – функциональный вектор, описывающий номинальную дина-

мику объекта (1); y  – вектор дополнительных переменных;  xg  – выбираемая в 
процедуре синтеза функция. 

Пусть цель управления состоит в переводе объекта (1) из произвольного на-
чального состояния 0x  в некоторой области Ω в окрестность некоторого гладкого 
многообразия 

  0xψ  .                                     (3) 
Требуется обеспечить попадание на многообразие (3) и дальнейшее устойчи-

вое движение вдоль этого многообразия. 
Синтез алгоритма управления. На первом этапе выбирается такая структу-

ра векторной функции  xg , которая согласуется с целью управления и обеспечи-
вает генерирование возмущения y  при наличии ошибок. Если сформулирована 
цель управления для исходного объекта (1) в виде многообразия (3), то функция 
 xg  выбирается в виде 

   xψxg  .                                      (4) 

На втором этапе производится синтез управления, обеспечивающего асим-
птотическую устойчивость расширенной модели (2) относительно цели управле-
ния, которая преобразуется к форме 

      0,1
ψ x, y =ψ x + a y =                                         (5) 

где  ya  – дифференцируемая векторная функция, выбираемая в процессе синте-
за. В частном случае, элементы векторной функции могут быть выбраны в виде 
линейной комбинации вектора y : 
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    ,1 0ψ x, y =ψ x + Ay =                           (6) 

где A  – матрица постоянных коэффициентов. 
На третьем этапе, исходя из того, что цель управления (5) достигнута, прово-

дится анализ уравнения 

 yay � .                                         (7) 

Выбрав вектор  ya  таким образом, чтобы обеспечить асимптотическую ус-
тойчивость системы, завершаем процедуру синтеза. 

Если цель управления выбрана в виде (6), то уравнение (7) будет иметь вид 

Ayy � .                                        (8) 
В этом случае свойства системы (8) определяются собственными числами 

матрицы A . 
Изложенная методика не раскрывает второй этап, на котором осуществляется 

синтез управления. В этой связи изложим новый метод, позволяющий синтезировать 
управление, обеспечивающее попадание на многообразие (6). Предлагаемый метод 
синтеза основывается на принципе максимума Понтрягина [10] и заключается в при-
менении нового способа построения функции Понтрягина, предложенного в [11–14]. 

Рассмотрим расширенную модель (2) объект и векторное многообразие (3) в 
случае, когда целью управления является попадание в начало координат. В этом 
случае выражения (3)–(6) преобразуются к виду: 

0x  .                                          (9) 

  xxg  .                                      (10) 

    0yaxyxψ ,1 .                            (11) 

  0Ayxyxψ ,1 .                             (12) 
В соответствии с целью управления требуется обеспечить попадание на мно-

гообразие (12), поэтому сформируем функцию Понтрягина в виде [11–14]: 

     Axymuaxfyax  ,,,0H .                         (13) 
Предположим для определенности, что система (1) является аффинной по 

вектору управляющих воздействий u , т.е. функция  muaxf ,,,0  представляется 
в следующем виде: 

     0 01 02f x,a,u,m = f x,a,m + F x,a,m u, .                     (14) 

где  maxf ,,01  – функциональный вектор;  maxF ,,02  – функциональная матрица. 
В этом случае вектор управляющих воздействий, доставляющий максимум 

функции Понтрягина (13), определяется выражением 

    ,⎡ ⎤
⎣ ⎦

02 TT
maxu = u × sign F x,a,m -x - Ay                      (15) 

где maxu  – вектор постоянных ограничений на управление;   – поэлементное ум-

ножение векторов. 
В области, определяемой неравенством 

      xamaxumaxf ,,,,,, 01
max

02
iiii yf  ,                  (16) 

где  maxf ,,02
i  – i-я строка матрицы  maxF ,,02 ;  max ,,01

if  – элементы век-

тора  maxf ,,01 ; iy  – элементы вектора y ; ia  – строки матрицы A ; 

    xaumaxf ,,,,, max
02

ii  – скалярные произведения векторов, функция Понтря-

гина (13) положительно определена. 
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Управление (15) обеспечивает оптимальное по быстродействию попадание на 
целевое векторное многообразие (12) объекта (2). При аппроксимации знаковой 
функции sign  в (15) некоторой непрерывной функцией получим субоптимальный 
закон управления, для которого можно ввести в рассмотрение следующую функ-
цию Ляпунова: 

 25,0 Ayx V .                                               (17) 
Продифференцировав функцию (17) по времени с учетом уравнений замкну-

той системы (2), (15), получим: 
 

0 H
dt

tdV
.                                                (18) 

Таким образом, предложенная процедура адаптации обеспечивает макси-
мально возможную область асимптотической устойчивости замкнутых систем и 
оптимизацию системы управления по быстродействию. 

Пример синтеза управления для частного класса объектов. Рассмотрим при-
мер синтеза адаптивной системы с максимальной степенью устойчивости для объекта 
второго порядка. Пусть объект управления описывается системой уравнений 

     
     

1 1 1 2 11 1 2 1 12 1 2 2

2 2 1 2 21 1 2 1 22 1 2 2

, , , ,

, , , ,

x f x x b x x u b x x u

x f x x b x x u b x x u

  

  

�

�

.                          (19) 

где 21, xx  – переменные состояния; 21, uu  – управляющие воздействия; 

           2122212121221122111211 ,,,,,,,,,,, xxbxxbxxfxxbxxbxxf  – ограничен-
ные функции, удовлетворяющие условиям существования и единственности. 

Предположим, что на объект (19) воздействуют неизмеряемые возмущения. Це-
лью управления является приведение переменных 21, xx  в начало координат из про-
извольного состояния, задаваемого в некоторой ограниченной области пространства 
состояния. Введем в рассмотрение расширенную систему следующего вида: 

     
     

,

,

,,,,

,,,,

24

13

422122121212122

322112121112111

xx

xx

xuxxbuxxbxxfx

xuxxbuxxbxxfx







�

�

�

�

.                    (20) 

где 43 , xx  – дополнительные переменные, генерируемые системой управления для 

подавления возмущений. 
Введем следующее векторное целевое многообразие: 

1 1 3

2 2 4

0
x x

x x




 ⎡ ⎤
 ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

ψ ,                                              (21) 

где 21,   – постоянные параметры. 
Сформируем функцию Понтрягина следующего вида: 

        
        .,,,

,,,

42212212121212422

32211212111211311

2

1

xuxxbuxxbxxfxx

xuxxbuxxbxxfxx

x

x
H T




⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡


�

�

ψ

         

(22) 

Из выражения последнего выражения получим управления, обеспечивающие 
максимум функции (22): 
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1
1 max 11 1 2 1 1 3 21 1 2 2 2 4

2
2 max 12 1 2 1 1 3 22 1 2 2 2 4

, , ,

, , ,

u U sign b x x x x b x x x x

u U sign b x x x x b x x x x

 

 

     ⎡ ⎤⎣ ⎦

     ⎡ ⎤⎣ ⎦         

(23) 

где 2
max

1
max , UU  – положительные числа, ограничивающие амплитуды управляю-

щих воздействий. 
При выполнении ограничений 

     
      .,,,

,,,,

4212
2
max2122

1
max2121

3211
2
max2112

1
max2111

xxxfUxxbUxxb

xxxfUxxbUxxb





                   

(24) 

функция (22) положительно определена. 
Управления (23) осуществляют точную динамическую декомпозицию объек-

та (20), обеспечивая за конечное время попадание на многообразие (21). После 
этого можно рассматривать уравнения остаточной динамики, которые имеют вид 

3 1 3

4 2 4

,

.

x x

x x




 
 

�

�

                                                     (25) 

Очевидно, что при выполнении условий  
0,0 21                                                   (26) 

декомпозированная система (25) асимптотически устойчива. 
Результаты моделирования адаптивной системы управления с максимальной 

степенью устойчивостью представлены на рис. 1–4. Моделирование проводилось 

при следующих параметрах:   1211 , xxxf  ,   2212 , xxxf  ,   1, 2111 xxb ,  

  1, 2112 xxb ,   1, 2121 xxb ,   1, 2122 xxb , 12
max

1
max UU , 1,1 21  . 

На рис. 1 представлено изменение переменных состояния замкнутой системы 
(19), (20), (23) для различных начальных условий, на рис. 2 – изменение управ-
ляющих воздействий, на рис. 3 – траектории движения системы в пространстве 
состояния, а на рис. 4 – изменение дополнительных переменных динамического 
адаптивного регулятора. 

Приведенные результаты моделирования подтверждают эффективность син-
тезированной адаптивной системы и попадание системы на целевое многообразие 
(21) за конечное время. Отметим, что дальнейшее движение замкнутой системы на 
исходное целевое многообразие также может быть организовано субоптимально 
по быстродействию. 

 

Рис. 1. Переходные процессы 

 

Рис. 2. Управления 
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Рис. 3. Траектории движения 

 

Рис. 4. Дополнительные переменные 

Заключение. Предложенный метод позволяет синтезировать прямое адап-
тивное управление заданным классом нелинейных многосвязных объектов. Метод 
позволяет осуществлять точную динамическую декомпозицию нелинейных мно-
госвязных объектов. При этом получаемое управление является релейным. При 
аппроксимации релейных управлений непрерывными функциями обеспечивается 
асимптотическая устойчивость замкнутых систем относительно целевых многооб-
разий в максимальной области пространства состояния, определяемой ограниче-
ниями на управления. 

Предложенный метод может быть использован для синтеза адаптивных сис-
тем управления различными подвижными объектами, электромеханическими сис-
темами и технологическими процессами. Особенно эффективен данный метод в 
нештатных и критических ситуациях, требующих высокого быстродействия.  
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УДК 681.51(06) 

А.Р. Гайдук, Е.А. Плаксиенко 

АСТАТИЧЕСКОЕ УПРАВЛЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫМИ ОБЪЕКТАМИ* 

Предложен метод синтеза астатического управления нелинейными объектами. Ме-
тод позволяет обеспечить астатизм заданного порядка к неизмеряемым возмущениям. 
Управление, компенсирующее влияние внешних неизмеряемых возмущений, строится на 
основе оценок возмущений и их производных по времени. Эти оценки формируются на ос-
нове переменных состояния реального объекта управления и дополнительных интеграто-
ров, вводимых в устройство управления, а также на основе оценок переменных состояния 
некоторой эквивалентной системы. Нелинейное устройство управления включает также 
наблюдатель состояния указанной эквивалентной системы. Число интеграторов, вводи-
мых в устройство управления, определяется точкой приложения воздействия к объекту и 
заданным порядком астатизма. Приводится численный пример синтеза. 

Нелинейный объект; астатизм; эквивалентная система; наблюдатель состояния. 
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