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УДК 537.8.029.6 

В.Г. Кошкидько, О.В. Алпатова 

ЭКВИВАЛЕНТНЫЙ ПОВЕРХНОСТНЫЙ ИМПЕДАНС БЕСКОНЕЧНОЙ 

РЕШЕТКИ ЩЕЛЕВЫХ ИМПЕДАНСНЫХ НАГРУЗОК, ВЫПОЛНЕННЫХ 

НА ОСНОВЕ ЩЕЛИ В БЕСКОНЕЧНОМ ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩЕМ 

ЭКРАНЕ  

Рассмотрено решение задачи о возбуждении плоской волной бесконечной решетки 

щелевых импедансных нагрузок, с целью определения эквивалентного поверхностного импе-

данса. Каждый элемент решетки представляет собой щель в плоском идеально проводя-

щем экране. Область 
1

V  занимает все полупространство над идеально проводящим экра-

ном. Первичное поле возбуждается в этой области плоской волной. Область 
2

V  не со-

держит возбуждающих источников и занимает все полупространство под идеально про-

водящим экраном. Область 
2V  связана с областью 

1
V  через щель, в раскрыве которой 

расположен полосковый проводник. Характеристики возбуждающих источников и пара-

метры конструкции не зависят от координаты z  (двумерная задача). Решение задачи 

проводилось методом интегральных уравнений. Для этого поле в областях 
1V  и 

2V  пред-

ставлялось в виде разложения по пространственным гармоникам Флоке. Интегральное 

уравнение было получено с использованием граничного условия для электрического поля в 

плоскости экрана, условия ортогональности гармоник Флоке и условия непрерывности 

касательных составляющих полей в раскрыве отверстия. Для численной реализации полу-

ченного интегрального уравнения использовался метод Крылова–Боголюбова, в результате 

чего интегральное уравнение сводилось к системе линейных алгебраических уравнений. Для 
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преодоления математических трудностей, связанных с наличием логарифмической особен-

ности в ядре интегрального уравнения, при вычислении элементов матрицы было использо-

вано преобразование Куммера, которое позволило не только улучшить сходимость рядов, 

но и выделить в явном виде и аналитически проинтегрировать логарифмическую особен-

ность. Приведены численные результаты в виде зависимостей эквивалентного поверхно-

стного импеданса от размеров щели, размеров полоскового проводника в раскрыве щели 

при фиксированных значениях интервала усреднения и от угла падения электромагнитной 

волны. Показано, что величину эквивалентного поверхностного импеданса можно регули-

ровать путем изменения ширины щели и ширины полоскового проводника в раскрыве щели. 

Щелевая импедансная нагрузка; бесконечная решетка; эквивалентный поверхност-

ный импеданс; численное решение. 

V.G. Koshkid’ko, O.V. Alpatova 

EQUIVALENT SURFACE IMPEDANCE OF AN INFINITE ARRAY OF SLOT 

IMPEDANCE LOADS BASED ON A SLOT IN AN INFINITE PERFECT 

CONDUCTING SCREEN 

Solution of the problem of slot impedance loads infinite array excitation by the plane wave 

is considered to determine the equivalent surface impedance. Each array element is a slot in the 

flat perfect conducting screen. Volume 
1

V  takes the halfspace above the perfect conducting 

screen. Primary field is excitated by the plane wave in this volume. Volume 
2

V  does not contain 

excitation sources and takes halfspace below the perfect conducting screen. Volume 
2

V  is con-

nected to volume 
1

V  through the slot with the strip conductor placed in the slot aperture. Excita-

tion sources characteristics and problem parameters are independent on z coordinate (two-

dimensional problem). The solution of the problem is obtained by the integral equations method. 

Fields in 
1V  and 

2V  volumes were presented in the form of an expansion in spatial Floquet har-

monics. Integral equation was obtained by using boundary condition for the electric field in the 

screen plane, Floquet harmonics orthogonality and continuity condition for fields tangential com-

ponents in the slot aperture. For calculation of the obtained integral equation the Krylov-

Bogolyubov method was used whereby the integral equation was reduced to the system of linear 

algebraic equations. To overcome mathematical difficulties with the logarithmic singularity in the 

integral equation kernel Kummer transformation was used for matrix elements calculation. This 

not only allows to improve series convergence but to identify explicitly the logarithmic singularity 

and to integrate it analytically. Numerical results are presented as an equivalent surface imped-

ance dependency on the slot width, strip conductor sizes in the slot aperture for several fixed aver-

age interval values and on the angle of incidence of the electromagnetic wave. It is shown that the 

equivalent surface impedance value can be adjusted by changing the slot width and the width of 

the strip conductor in the slot aperture. 

Slot impedance load; infinite array; equivalent surface impedance; numerical solution. 

Для уменьшения уровня рассеянного поля радиолокационных объектов наря-

ду с поглощающими покрытиями применяются импедансные нагрузки [1–6]. Од-

нако известно, что существенного изменения поля рассеяния с помощью одиноч-

ных импедансных нагрузок можно достичь только для объектов с малыми элек-

трическими размерами [7–13]. При размерах объекта, значительно превышающих 

длину волны, необходимо применение большого количества импедансных нагру-

зок или распределенного поверхностного импеданса [14–16], т.е. в конечном счете 

приходится иметь дело с решетками импедансных нагрузок. 
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В работах [1–6] рассматриваются характеристики различных конструкций 

одиночных щелевых импедансных нагрузок, построенных на базе единой матема-

тической модели, представленной в виде двух областей, связанных между собой 

через отверстие в бесконечном идеально проводящем экране. 

На основе этой же математической модели в работе [17] исследованы харак-

теристики одиночной щелевой импедансной нагрузки на основе отверстия в бес-

конечном идеально проводящем экране. 

В данной работе исследована эта же конструкция щелевой импедансной на-

грузки, но в составе бесконечной решетки, с целью определения возможности 

регулировки эквивалентного поверхностного импеданса путем изменения разме-

ра отверстия или ширины полоскового проводника, размещенного в раскрыве от-

верстия. 

Постановка задачи. Имеется бесконечная решетка щелевых импедансных 

нагрузок (рис. 1), размещенных с периодом T. Каждый элемент решетки представ-

ляет собой щель в плоском идеально проводящем экране, расположенном в плос-

кости x0z.  

 
Рис. 1. Постановка задачи 

Область 
1

V  с параметрами 
11

,
aa

  занимает все полупространство над иде-

ально проводящим экраном. Первичное поле возбуждается в области 
1

V  плоской 

волной, падающей под углом , отсчитываемым от нормали к поверхности экрана. 

Область 
2

V  с параметрами 
22

,
aa

  не содержит возбуждающих источников, и ее 

геометрия не отличается от геометрии области 
1V  (

1,2 1,2,a a   – абсолютные ком-

плексные диэлектрическая и магнитная проницаемости сред соответствующих 

областей). Область 
2V  связана с областью 

1
V  через одно или нескольких отвер-

стий S0 (щель шириной c, в раскрыве которой расположен полосковый проводник 

шириной d). 

Характеристики возбуждающих источников и параметры конструкции будем 

считать независимыми от координаты z  (двумерная задача), имеются составляю-

щие полей , ,z x yH E E  , (H-поляризация). Требуется найти усредненный по периоду 

решетки T эквивалентный поверхностный импеданс. 
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Поля в области 
1V . В силу периодичности структуры рассеянное поле в об-

ласти 
1V  можно представить в виде разложения по пространственным гармоникам 

Флоке 

рас (1)( , ) ( ) exp( ),z m m m

m

H x y I x i y




    

рас (1) (1)( , ) ( ) exp( ),x m m m m

m

E x y Z I x i y




     

где T  – период решетки, 
m

I  – коэффициенты разложения тока; 
(1)

m  – постоянная 

распространения; )(xm  – функции, определяющие изменение поля в поперечном 

направлении: 

1

1 2
( ) exp( sin ), 0, 1, 2,...m

m
x i k x m

T T


  

 
      

 

 

2

(1) 2

1 1

2
sinm

m
k k


 

 
    

 

, (1) (1)

1/m m aZ   , 
1 1 1a ak    . 

Падающее поле можно представить как нулевую гармонику Флоке, т.е.  
пад (1)

0 0( , ) ( ) exp( ),zH x y x i y   

тогда полное электрическое и магнитное поля в области 1V  будут иметь вид 

(1) (1)

0 0( , ) ( )exp( ) ( )exp( )z m m m

m

H x y I x i y x i y 




     ,             (1) 

(1) (1) (1) (1)

0 0 0( , ) ( )exp( ) ( )exp( ).x m m m m

m

E x y Z I x i y Z x i y 




            (2) 

Используя ортогональность гармоник Флоке, из (2) найдем коэффициенты 

разложения тока mI  и, подставляя их в (1), окончательно получим выражение для 

магнитного поля в области 1V  в раскрыве отверстия (y=0) 

/2

(1) *

0

/2

( ,0) ( ) ( ) ( ,0) 2 ( ),

T

z m m m x

mT

H x x x E x dx x  




 
      

 


               (3) 

где 
(1) (1)1/ .m mY Z  

Поля в области V2. Запишем выражения для поля в области 
2

V  также в виде 

разложения по гармоникам Флоке 

(2)( , ) ( )exp( ),z m m m

m

H x y I x i y




                                (4) 

(2) (2)( , ) ( )exp( ),x m m m m

m

E x y Z I x i y




                           (5) 

2

(2) 2

2 1

2
sinm

m
k k


 

 
    

 

, (2) (2)

2/m m aZ   , 
2 2 2a ak    . 
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Используя граничное условие для электрического поля в плоскости 0y  и 

условие ортогональности гармоник Флоке, в результате окончательно получим 

выражение для поля в области 
2

V  при 0y  

/2

(2) *

/2

( ,0) ( ) ( ) ( ,0) ,

T

z m m m x

mT

H x Y x x E x dx 




 
    

 
                      (6) 

где (2) (2)1/ .m mY Z  

Интегральное уравнение. Удовлетворяя условию непрерывности касательных 

составляющих полей в раскрыве отверстия, из (3) и (6) получим 

 
/2

(1) (2) *

0

/2

( ) ( ) ( ,0) 2 ( ).

T

m m m m x

mT

Y Y x x E x dx x  




                (7) 

Таким образом, получено интегральное уравнение относительно касательной 

составляющей электрического поля )0,'(xE
x

 в раскрыве отверстия. 

Эквивалентный поверхностный импеданс. Эквивалентный поверхностный 

импеданс (ЭПИ) определяется по следующей формуле [18]: 

2*

0 0

( ) ( ) ( ) ,

T T

Э

x z zZ E x H x dx H x dx                                       (8) 

где 
ЭZ – эквивалентный поверхностный импеданс; T  – интервал усреднения им-

педанса. 

Касательная составляющая электрического поля в раскрыве щели 

( ) ( ,0)x xE x E x   определяется в результате решения интегрального уравнения 

(7), после чего касательную составляющую магнитного поля ( )zH x  можно найти 

из выражения (3) или (6). 

Численная реализация решения. Для численной реализации полученного ин-

тегрального уравнения (7) использовался метод Крылова–Боголюбова, в результа-

те чего указанное интегральное уравнение сводилось к системе линейных алгеб-

раических уравнений следующего вида: 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

...

...

. . . ,

. . .

. . .

...

N x

N x

N N NN xN N

C C C E P

C C C E P

C C C E P

 
                                         (9) 

где  

1 2 (1) * (2) *( ) ( ) ( ) ( ) ,

j j

j j

x x x x

ij ij ij m m i m m m i m

m mx x x x

C C C Y x x dx Y x x dx   

 
 

  

        
 (10) 

02 ( ),i iP x   

 / 2 2 1j xx T j      – координаты точек коллокации; N  – количество 

интервалов разбиения; 1x j jx x    – размер интервала разбиения; 1i N , 

1j N .  
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При вычислении элементов 
ijC  возникают определенные математические труд-

ности, связанные с наличием логарифмической особенности. Поэтому целесообразно 

остановиться на этом вопросе более подробно на примере коэффициента 
1

ijC  

1 (1) (1) *( , ) ( ) ( ) .

j j

j j

x x x x

ij i m m i m

mx x x x

C Y x x dx Y x x dx 

 


 

               (11) 

Для сокращения машинных расчетов улучшим сначала сходимость ряда в 

(11), не интегрируя его. Для этого представим подынтегральное выражение в (11) 

в следующем виде: 
(1)

0 1 2( , ) ,iY x x S S S                                           (12) 

где  

* 1
0 0 0 0

1

exp( sin ( ))
( ) ( ) ,

cos

i
i

ik x x
S Y x x

TW

 
 

 

 
                           (13) 

1 2
1

2

1 1

2
exp( ( ))

,
2

sin

i

m

m
i x x

TS C
m

k k
T




 





 


 
  

 


                                      (14) 

2 2
1

2

1 1

2
exp( ( ))

,
2

sin

i

m

m
i x x

TS C
m

k k
T




 








 
   
 


                                     (15) 

1
1

1

exp( sin ( )).i

ik
C ik x x

TW
                                         (16) 

Для улучшения сходимости рядов воспользуемся преобразованием Куммера 

[19], т.е. прибавим и вычтем из (12) асимптотические ряды 


1
S  и 



2
S , получаю-

щиеся из (14) и (15) при m  

   

1 1

1

2 2
cos sin

,
i i

m

m x x m x x
T T

S C i
m m

 






     
              

  
 

   


              (17) 

   

2 1

1

2 2
cos sin

,
i i

m

m x x m x x
T T

S C i
m m

 






     
              

  
 

   


               (18) 

где  

1
1 1

1

exp( sin ( ))
2

i

ik
C ik x x

W
 


  .                                (19) 

Воспользуемся для вычисления суммы ряда 
1 2S S S     следующим со-

отношением [11]: 
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1

sin( ) cos sin1
ln 2sin

cos( ) sin cos2 2k

kx a a ax x

kx a a ak





       
        

       
 , 

из которого при 0a   получим 

1 1

sin cos
, ln 2sin .

2 2k k

kx x kx x

k k

 

 

  
    

 
                       (20) 

Применяя (20) к выражениям (17) и (18) и суммируя их, получим  

   
1 1

1

2
cos

2 2 ln 2sin .
i

i

m

m x x x xTS C C
m T








  
    

 


               (21) 

Таким образом, после применения преобразования Куммера имеем 

   (1) 1
0 1 2 3

1

, ,i

k
Y x x S S S S

TW
                                  (22) 

где 

 1

0

1

exp( sin )

cos

iik x x
S

k

 

 

 
 , 

 1 12 2
1

1 1

1
exp( ),

2 i

m

i
S iR x x

mk R
T







 
 

    
 

 


 

 2 22 2
1

1 2

1
exp( ),

2 i

m

i
S iR x x

mk R
T







 
 

    
 

 


 

 
 

3 1exp( sin )ln 2sin ,i

i

x xiT
S ik x x

T


 



 
   

 

 

1 1 2 1

2 2
sin , sin .

m m
R k R k

T T

 
        

Элементы 
1

ijC  получаются интегрированием выражения (22) по отрезку раз-

биения 2 x  

 1 (1) 1
0 1 2 3

1

( , )
i x

i x

x

ij i

x

k
C Y x x dx

TW





         
,                (23) 

где 

 1

0 1

1 1

sin sin 2
exp( sin ( )),

sin cos

x x
j i

x

k
ik x x

k k

 
 

  

 
   


               (24) 

1
1 12 2

1 11 1

1 1 sin
2 exp( ( )),

2
x

x i j

k x

R
iR x x

k Rk R
T







 
  

      
 

 

       (25) 
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2
2 22 2

1 21 1

1 1 sin
2 exp( ( ))

2
x

x i j

k x

R
iR x x

k Rk R
T







 
  

      
 

 


.            (26) 

Вычисление слагаемых 
0 1 2, ,    не вызывает затруднений, а при вычисле-

нии 
3  возникает трудность при 

i jx x , так как ядро обращается в бесконеч-

ность из-за входящей в него функции  ln 2sin ,i jx x 
 

 поэтому рассмотрим вы-

числение интеграла в 
3  более подробно. Интеграл имеет вид 

exp( )ln(2sin ) ,I at t dt                                               (27) 

где  
1 sin .

T
a ik  


  

Воспользуемся соотношением [20] 

1

cos
2sin

2k

kx x

k





 
  

 
 .                                          (28) 

Подставим (28) в (27) и используем выражение 

 2 2

exp( )
exp( )cos cos sin ,

bt
bt ntdt b nx n nx

b n
 

  

в результате чего получим первообразную J(t) для вычисления неопределен-

ного интеграла I, определяемого формулой (27) 

2 2 2 2
1

exp( ) cos2 2sin2
( ) ,

4 ( )k

at a kt kt
J t

k d k d k





 
   

  
                       (29) 

где / 2d a . 

Таким образом, элементы 
1

ijC  определяются соотношением (23), в котором  

   

2

1

2

12

3 1 2

2

2

exp( sin )ln(2sin ) , ,

, ,

, .

t

t

i j x i j x

x x

T T
i ik t t dt i j

t x x t x x
T T

T
i J J i j

T T

 
 

 

 




 




         

     

          
    


                (30) 

Необходимо отметить, что в (24) при 0   выражение 

   1 1sin sin / sinx xk k     
 берется равным единице. При вычислении элемента 

3  при i j  используется численное интегрирование по методу Симпсона, по-

скольку в этом случае подынтегральное выражение особенности не содержит. При 

i j  для вычисления первообразной ( )J t  используется преобразование Эйлера 

с целью улучшения сходимости рядов, входящих в (29).  

Численные результаты. В результате решения задачи были рассчитаны зави-

симости комплексного эквивалентного поверхностного импеданса 
Э Э ЭZ R iX   от размера отверстия c, от ширины полоскового проводника d и 

от угла падения ЭМВ Θ.  
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Все виды зависимостей приведены для активной и реактивной составляющих 

ЭПИ, нормированных на сопротивление свободного пространства W0=120 Ом. 

Все расчеты выполнялись для параметров сред 
1 2 0,a a    , 

1 2 0a a    . 

На рис. 2 представлены зависимости активной и реактивной составляющих 

ЭПИ от размера отверстия c при фиксированных значениях ин тервала усреднения 

Т  (Т/λ=0,1÷0,499), где λ – длина волны), для случая 0d . Из графиков видно, 

что активная часть ЭПИ при приближении ширины щели к значению c=T стре-

мится к волновому сопротивлению свободного пространства W0 , независимо от 

значения периода усреднения Т. Как активная, так и реактивная части ЭПИ изме-

няются плавно при увеличении ширины отверстия, что очень важно при техноло-

гической подстройке требуемого значения ЭПИ.  

 
а 

 
б 

Рис. 2. Зависимость ЭПИ от размера отверстия c при фиксированных значениях 

интервалах усреднения импеданса T (1 – Т=0,1λ; 2 – Т =0,2 λ; 3 – Т =0,249λ; 

4 – Т =0,3λ; 5 – Т =0,4λ; 6 – Т =0,499λ): а – действительная часть;  

б – мнимая часть 

На рис. 3 представлены зависимости активной и реактивной составляющих 

ЭПИ от ширины проводника d , нормированной на величину интервала усредне-

ния импеданса T , для случая 0   при разных величинах интервала усреднения 

импеданса T . Из графиков видно, что при малых значениях ширины полоскового 
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проводника d ( / 0,2)d T   активная часть ЭПИ практически равна волновому со-

противлению свободного пространства W0, т.е. полосковый проводник из-за своей 

малой ширины фактически не оказывает никакого влияния на значение ЭПИ. При 

дальнейшем увеличении ширины d до значений, близких к интервалу усреднения 

импеданса Т, значения как активной, так и реактивной составляющих импеданса 

начинают стремиться к нулю. 

На рис. 4 представлены зависимости активной и реактивной составляющих 

ЭПИ от угла падения ЭМВ при фиксированных значениях интервала усреднения 

импеданса Т (Т/λ=0,1÷0,499, где λ – длина волны) для случая / 2d T . Зависимо-

сти как активной, так и реактивной составляющих носят монотонный характер и 

стремятся к нулю с увеличением угла падения ЭМВ. 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Зависимость ЭПИ от ширины полоскового проводника d при 

фиксированных значениях интервалах усреднения импеданса T  

(1 – Т=0,1λ; 2 – Т =0,2 λ; 3 – Т =0,249λ; 4 – Т =0,3λ; 5 – Т =0,4λ; 6 – Т =0,499λ): 

 а – действительная часть; б – мнимая часть 
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а 

 
б 

Рис. 4. Зависимость ЭПИ от угла падения ЭМВ Θ при фиксированных значениях 

интервалах усреднения импеданса T (1 – Т=0,1λ; 2 – Т =0,2 λ; 3 – Т =0,249λ;  

4 – Т =0,3λ; 5 – Т =0,4λ; 6 – Т =0,499λ): а – действительная часть;  

б – мнимая часть 

Таким образом, полученные результаты численного исследования бесконеч-

ной решетки щелевых импедансных нагрузок, выполненных на основе щели в эк-

ране, показали, что 

 с помощью данной конструкции можно реализовать комплексные значе-

ния ЭПИ, причем в случае Н-поляризации значения ЭПИ для данной кон-

струкции носят резистивно-емкостной  характер; 

 величину ЭПИ можно регулировать путем изменения ширины щели и ши-

рины полоскового проводника в раскрыве щели. 
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УДК 621.316.726.078 

Ю.А. Геложе, П.П. Клименко, А.В. Максимов 

ИССЛЕДОВАНИЕ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В КОНТУРЕ ФАПЧ 

Для форм ирования и обработки сигналов широко используются системы фазовой ав-

топодстройки частоты (ФАПЧ). Диапазонно-кварцевая стабилизация частоты осуществ-

ляется цифровыми синтезаторами частоты, построенными на основе ФАПЧ с программи-

руемыми делителями частот. В современных устройствах формирования опорных синусои-

дальных колебаний обычно требуется получение низкого уровня (менее 100….120 дБ) негар-

монических дискретных спектральных составляющих, локализующихся вблизи несущей. Обу-

словлены эти побочные составляющие пульсациями управляющего напряжения импульсно-

фазового дискриминатора (ИФД) системы фазовой автоподстройки частоты, работающей 

в режиме дискретизации по времени. Для подавления этих спектральных составляющих в 

контур ФАПЧ включают фильтры нижних частот высоких порядков. При этом возникают 

проблемы с обеспечением устойчивости системы ФАПЧ как в «малом», так и в «большом». 

Для обеспечения устойчивости в «малом» выбран определенный интервал между частотой 

среза всей системы и полосой пропускания фильтра нижних частот высокого порядка. Для 

обеспечения устойчивости в «большом» применен метод абсолютной устойчивости, соглас-

но которому необходимо, чтобы годограф частотной характеристики разомкнутой систе-

мы не пересекал критический круг. Приводятся результаты имитационного моделирования, 

выполненные для нелинейной системы фазовой автоподстройки частоты с импульсно-

фазовым дискриминатором типа «выборка-запоминание» со статической фазовой характе-

ристикой, линейной в пределах (-π, +π), обладающей свойством самоорганизации, а также 

для нелинейной системы фазовой автоподстройки частоты с частотно-фазовым дискрими-

натором с линейной зависимостью тока управления в пределах фазовых расстроек ±2π, ко-

торые демонстрируют ряд преимуществ системы ФАПЧ  с импульсно-фазовым дискрими-

натором типа «выборка – запоминание». 

Фазовая автоподстройка частоты; полоса удержания; полоса захвата; импульсно-

фазовый дискриминатор; частотно-фазовый дискриминатор; переходные процессы; ус-

тойчивость. 
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