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МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ ПРОСТРАНСТВЕННО 

РАСПРЕДЕЛЕННОГО ОБЪЕКТА УПРАВЛЕНИЯ С ИМПУЛЬСНЫМ 

ВХОДНЫМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ 

Появление и развитие теории систем с распределенными параметрами (СРП) обу-

словлено сложностью и нестандартностью методов исследования, анализа и синтеза. 

Таким образом, задачи теории систем с распределенными параметрами являются значи-

тельно более сложными, чем сосредоточенными. Это связано с необходимостью про-

странственно-распределенного анализа текущего состояния объекта управления, в том 

числе переменного во времени, которое в свою очередь, расширяется класс возможных 

воздействий на объект управления (например, пространственно-временных управлений). 

Для анализа таких систем применение теории систем с распределенными параметрами 

становиться неприемлемой. Особенностью исследования систем с распределенными пара-

метрами является разработка математического аппарата и методик их исследования. 

Стоит отметить, что среди нелинейных систем, есть класс систем с одним нелинейным 

элементом, для которых применим разработанный аппарат с небольшими изменениями. 

Например, импульсные системы с распределенными параметрами. В таких системах один 

представленный в виде группы элементов может образовать многомерную, многоуровне-

вую систему. Тогда основной задачей синтеза таких систем становиться поиск возмож-

ных решений, исходя из поиска возможных состояний системы, обеспечивающих устойчи-

вую работоспособность системы. Таких возможных решений бывает огромное количест-

во, в зависимости от  различных начальных и граничных условий, вида реакции на отклоне-

ния от заданного режима и т.д. Характеристика нелинейных звеньев описывается с ука-

занием логических условий. В связи с нелинейной характеристикой, выходная переменная не 

будет пропорциональна входной переменной. Исходя из этого реакция замкнутой системы, 

например, на импульсный сигнал будет зависеть от мощности данного сигнала. В случае 

анализа динамических колебательных систем, то обратить внимание на затухание пере-

ходного процесса, которое появляется из-за изменения  периода колебаний. Таким образом, 

из-за отсутствия единого метода решения нелинейных распределенных  систем необходи-

мо осуществлять синтез частного метода решения задачи. В статье построена матема-

тическая модель пространственно двухмерного объекта управления. Построена переда-

точная функция многомерной системы. Предложена методика определения устойчивости 

пространственно распределенного объекта управления с импульсным входным воздействи-

ем. Проведен анализ полученных результатов. Сделан вывод об обобщении результатов 

исследования на класс систем с распределёнными параметрами входным воздействием 

которых является импульсный сигнал.    

Распределенные системы; тепловое поле; импульсное входное воздействие. 
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METHODOLOGY FOR THE DETERMINATION OF THE STABILITY  

IN A SPATIALLY DISTRIBUTED CONTROL OBJECT WITH IMPULSE 

INPUT IMPACT 

The emergence and development of the theory of systems with distributed parameters (DPS) 
is due to the complexity and non-standard methods of research, analysis and synthesis. Thus, the 
problems of the theory of systems with distributed parameters are much more complex than con-
centrated. This is due to the need for a spatially distributed analysis of the current state of the 
control object, including variable in time. Which in turn expands the class of possible impacts on 
the control object (for example, space-time controls). For the analysis of such systems, the appli-
cation of the theory of systems with distributed parameters becomes unacceptable. A feature of the 
study of systems with distributed parameters is the development of a mathematical apparatus and 
methods of their study. It is worth noting that among nonlinear systems, there is a class of systems 
with one nonlinear element, for which the developed apparatus is applicable with minor modifica-
tions. For example, pulse systems with distributed parameters. In such systems, one represented as 
a group of elements can form a multidimensional, multilevel system. Then the main task of the 
synthesis of such systems becomes the search for possible solutions, based on the search for possi-
ble states of the system that ensure the stable operation of the system. There are a huge number of 
such possible solutions, depending on the different initial and boundary conditions, the type of 
reaction to deviations from the specified mode, etc. The characteristic of non-linear links is de-
scribed with indication of logical conditions. Due to the nonlinear characteristic, the output varia-
ble will not be proportional to the input variable. Based on this, the response of a closed system, 
for example, to a pulse signal will depend on the power of this signal. In the case of analysis of 
dynamic oscillatory systems, pay attention to the attenuation of the transition process, which ap-
pears due to changes in the oscillation period. Thus, due to the lack of a single method for solving 
nonlinear distributed systems, it is necessary to carry out the synthesis of a particular method for 
solving a problem. The article builds a mathematical model of a two-dimensional spatial control 
object. The transfer function of the multidimensional system is constructed. A method for determin-
ing the stability of a spatially distributed control object with a pulse input is proposed. The analy-
sis of the results is carried out. The conclusion is made about the generalization of the results of 
research on a class of systems with distributed parameters whose input action is a pulsed signal. 

Distributed systems; thermal field; impulse input effect. 

Введение. Импульсные системы управления можно анализировать методами 
классической математики и теории управления. Однако, в случае необходимости 
исследования объектов управления сложной геометрической формы или про-
странственной распределённости входных воздействий – распределенных систем, 
данный анализ становиться крайне затруднительным. Это связано с малой прора-
боткой математического аппарата импульсных распределенных систем.  

Постановка задачи. Рассмотрим классическую импульсную систему управ-
ления: 

 
Рис. 1. Структурная схема импульсной САУ 

Система содержит ИЗ и непрерывную часть с передаточной функцией 
WН(p). На вход ИЗ подается непрерывная величина, на выходе получаем после-
довательность импульсов. 
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Рис. 2. Виды импульсов  

Форма импульсов произвольна и зависит от конкретной реализации звена. 
Она характеризуется функцией f(t), равной нулю вне интервала 0<t≤T. Для периода 
0 ≤ t < ∞ импульсный сигнал 

                   

 

   

  

Для расчета заменим реальное ИЗ – идеальным (простейшим) импульс-
ным звеном (ИИЗ) и формирующим звеном (ФЗ), которые соединяются  

 
Рис. 3. Структурная схема импульсной САУ 

ИИЗ преобразует x(t) в x*(t), который представляет собой последователь-
ность мгновенных импульсов с амплитудой равной ∞и периодом Т, причем пло-
щадь каждого импульса равна значению x(t) в момент T1. При t = lT следует 

x
*

(lT) = x(lT)*δ(0), то есть амплитуда→∞, поэтому изображение x*
(t) условное и 

импульсы изображаются разной длины условно пропорциональной их площади. 
Допустим, что при t < 0 , x(t) = 0. Тогда последовательность импульсов 

x
*

(t) может быть записана: 

                   

 

   

  

где x(lT) – значение входного сигнала в момент времени lT, δ(t) – дельта-
функция со свойствами:                       

 

  
 функция δ(t) равна нулю 

везде, кроме точки t = 0. 
На входе формирующего звена в момент времени t = lT действует им-

пульс x*
(t), площадь которого равна x(lT)x1. 

Формирующее звено должно иметь реакцию на единичный импульс (то 
есть весовую функцию), тождественную форме действующих в системе им-
пульсов. 

          . 

Для этого передаточная функция ФЗ должна быть равна изображению функции 
f(t), так как изображением единичного импульса является единица, т.е. 

          . 
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Таким образом, передаточная функция ФЗ Wф(p) зависит от формы им-
пульса на выходе реального ИЗ и определяется по выражению: 

             
                  

 

 

 

 

 

Для распространенного случая, когда формируются импульсы прямоугольной 
формы (длительности γT), передаточная функция формирователя имеет вид: 

      
       

 
  

            

      
      

 
  

Такой формирователь называют фиксатором нулевого порядка и он пре-
образует импульсный сигнал в ступенчатый. 

Следовательно, выходной сигнал формирующего звена будет иметь вид 
последовательности импульсов с формой f(t), то есть 

                    

 

   

  

С учетом этого получим эквивалентную схему импульсной системы. 

 

Рис. 4. Структурная схема импульсной САУ 

ФЗ и непрерывная часть соединены последовательно и образуют приведен-
ную НЧ с передаточной функцией 

Wфн(p) = Wф(p) Wн(p). 
Важной особенностью ИС является недопустимость перемещения ИЗ через 

непрерывное звено в структурных схемах. 

Пусть при t< 0 , x(t) = 0, тогда сигнал x*
(t) равен сумме модулированных и сме-

щенных единичных импульсных функций 
                     

                                 (1) 

Изображение последовательности x
*

(t) определяется формулой прямого преоб-
разования Лапласа 

                  
 

 
                               (2) 

Подставив (1) в (2) и изменив порядок выполнения операций, получим 

                           
 

 
 
                      (3) 

Интеграл будет равен 
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Здесь учитывается, что подынтегральное выражение всюду равно нулю, за 
исключением моментов времени t = lT и интеграл от импульсной функции равен 1 
по определению. Тогда 

                  
   .                                 (4) 

Выражение (4) называют дискретным преобразованием Лапласа. 

Изображение X*(p) соответствует трансцендентной функции от p, поэтому 
целесообразно произвести замену переменной: 

                                                 (5) 
Тогда (4) примет вид 

 (z)=          
    .                                 (6) 

Выражение (6) называют z-преобразованием дискретного сигнала. 

Разложим входное воздействие x*
(t) в ряд Фурье. Учитывая граничные усло-

вия, входное воздействие может быть представлено в виде: 

                        
 

 
                           (7) 

Аналогичным способом можно получить дискретное преобразование Фурье: 
                    

    ,                           (8) 

где X*
( jω) – изображение Фурье или спектр. 

Важной особенностью спектра дискретного сигнала является его периодич-
ность по оси частот с периодом 

   
  

 
  

Это вытекает из (8) 

                                 , 

где r=0,1,2… 
Тогда импульсная система управления с распределенными параметрами при-

мет вид. 

 
Рис. 5. Структурная схема импульсной САУ с распределенными параметрами  

Если параметры распределенного объекта не зависят от времени, то соответ-
ствующий ему распределенный блок будем называть стационарным. Импульсная 
переходная функция такого блока может быть записана в виде:  

     txХtxХ ,,,,, .                        (9) 
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Стационарные распределенные блоки удобно записывать в терминах преоб-
разования Лапласа сигнала  tpxW ,, . 

     dttpxfstspxW ,,exp,,
0




. 

где  sxW ,,  называется передаточной функцией рассматриваемого распределен-
ного блока. 

В терминах преобразования Лапласа по времени распределенный блок может 
быть описан соотношением:  

        dssxWsxQ

D

,,,,

1


, 

где  sxQ , ,  s,  – преобразования по Лапласу функции  txQ , ,   ,  соот-
ветственно. 

Рассмотрим структурную схему 5 более подробно. Передаточная функция 
рассматриваемого соединения может быть записана в виде: 

   sxWsxW
n

i
i ,,,,

1
 



 . 

Аналогично могут быть записаны импульсная переходная функция и переда-
точная функция последовательно соединенных блоков (см. рис. 5). 

        ,,,,,,,,,,,, 11 txWtxWtxWtxW nn    . 
Передаточная функция последовательного соединения блоков имеет вид: 

   sxWsxW i
ni

,,,,
1

 


 ,                              (10) 

где  – означает интегрирование двух связанных с этим символом функций по 
области, которой принадлежат две пространственные переменные. 

Методика и пример. Распределенный объект ‒ пластина конечных размеров, 
в которой осуществляется процесс распространения тепла [4–6] (см. рис. 6). 

 
Рис. 6. Объект управления 

Математическая модель объекта описывается уравнением:    


































2

2

2

2

2

2 ),,,(),,,(),,,(),,,(
z

zyxT

y

zyxT

x

zyxT
a

zyxT 



 , 

0<x<xL, 0<y<yL, 0<z<zL, 



Известия ЮФУ. Технические науки                         Izvestiya SFedU. Engineering Sciences 

 
 
192 

где  ,,, zyxT  – фазовая переменная; x, y, z, – пространственные координаты;  
а – заданный коэффициент; xL, yL, zL – заданные числа. 

Граничные и начальные условия для рассматриваемого объекта имеют вид: 
        0,,,,,,,,0,,,,0   zyxTzyхTzxTzyT L  

  0,0,,






z

yxT  ,   (3)      ,,/,,, yxUzzyxT L  , 

  00,,, zyxT . 
Функцией выхода является значение температурного поля   

T(x,y,z=Z*,τ), 
где Z* – заданное число (0<Z*<ZL). 

Разложим входное воздействие  ,, yxU  в ряд Фурье. Учитывая гранич-
ные условия, входное воздействие может быть представлено в виде: 

       yφxψτCτyxU γη
γη

γη 




~sinsin,,
1,

, , 

где 
LX

  ; 
LY

 ~ .                    

В [4, 5–7]  получена передаточная функция объекта по каждой пространст-
венной моде входного воздействия, которая может быть записана в виде 

 
   

   )exp(exp
expexp

,,,

*
,

*
,

,,0
LL zz

zz
sW













 ,   ,1, , 

2
1

22
,

~
a
s









 

, 
где λ – коэффициент теплопроводности. 

В [1–5] введено понятие обобщенной координаты (G), дискретные значения 
которой (Gη,γ) определяются  из соотношения: 

,~22
,   G  , 1,    .

 Тогда передаточная функция разомкнутой импульсной  системы может быть 
записана в виде: 

 

   
   

,

),
))(exp)((exp)(

(exp(exp
)11

11111((1
s
1 exp(-st)1(,

2
1

,

,,,

*
,

*
,

,
22

2
2

,
44

4
4,

11

1
1,

*
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G
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β
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zGβzGβ
sG

nn

n
E

s
G

nn

n
EG

nn

n
E

t
sGW

  ,1, γη . 
Передаточная функция разомкнутой импульсной системы по каждой про-

странственной моде, может быть представлена в виде отношения трансцендент-
ных функций. Передаточная функция импульсной распределенной системы по 
γη,   контуру управления допускает эквивалентные преобразования (рис. 7). 
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Рис. 7. Эквивалентные преобразования 

Замкнутую распределенную систему со скалярной функцией входа структур-
но можно представить бесконечной совокупностью независимых контуров. 

Передаточная функция замкнутой системы по выбранной пространственной 
моде может быть представлена в виде 
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Пусть передаточная функция по γη,    ,1, γη  контуру управления (см. 
рис. 7), имеет вид: 
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  ...)4exp(a)3exp(a)2exp(a)exp(a ,3,,2,,1,,0,,  ststststsM γηγηγηγηγη

,
  ...)4exp(b)3exp(b)2exp(b)exp(b ,3,,2,,1,,0,,  ststststsП γηγηγηγηγη

 
где Мη,γ(s)-характеристический полином по η,γ пространственной моде. 

Полагая exp(st)=z , характеристический полином может быть записан в виде 

  ...aaaza 4
,3,

3
,2,

2
,1,,0,,  zzzzM γηγηγηγηγη  

Известно, что для устойчивости  системы по η,γ пространственной моде, 
корни характеристического полинома должны находиться внутри окружности r=1 
(рис. 8). 

Работать с бесконечным набором окружностей не всегда удобно. Перейдем 
от набора окружностей по каждой пространственной моде к  функциональной за-
висимости (G,s). Для этого заменим G η,γ непрерывной функцией G с областью оп-

ределения   ...1,1GG . В этом случае, при изменении G до G1,1 , охватятся 

все дискретные значения функции Gη,γ, определенные для любых значений 
 .,1, γη  От совокупности окружностей, перейдем к цилиндру (рис. 9). 

Критерий устойчивости импульсных распределенных систем формулируется 
следующим образом: для устойчивости  импульсной распределенной системы  
достаточно, что бы все корни характеристических полиномом пространственных 
мод  должны находиться внутри цилиндра (r=1, G1,1≤ G ≤ ∞). 
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Рис. 8. Переход от бесконечного набора  окружностей  к цилиндру 

 
Рис. 9. Пространственный годограф импульсной системы 

С использованием обобщенной координаты, передаточная функция замкну-
той системы (1) , может быть записана в виде 
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G1,1≤ G ≤ ∞ 
Приведенные выше исследования позволяют  сформулировать критерий ус-

тойчивости Найквиста для импульсных распределенных систем: положим, что 
разомкнутая  импульсная распределенная система не имеет полюсов, лежащих в 
правой полуплоскости, тогда для устойчивости замкнутой системы достаточно, 
чтобы при изменении ω от 0 до ωи /2 пространственный годограф W*(G,jω) не ох-
ватывал линию (Re=-1, Im=0,G)  (см. рис. 9). 

Заключение. В статье предложена прикладная теория и методы синтеза рас-
пределенных, нелинейных объектов управления. Применение данных методов за-
висит не только от времени, но и от распределенности по пространственной облас-
ти, занимаемой объектом. В этой связи, принципиально расширяется класс управ-



Раздел III. Автоматизация и управление 

 195 

ляющих воздействий, прежде всего за счет возможности включения в их число 
пространственно-временных управлений, описываемых функциями нескольких 
переменных – времени и пространственных координат [1–11].  

Все вышеперечисленные достоинства применения подхода позволяют стро-
ить системы регулирования, в которых задачи решаются комплексно с учетом 
пространственно-временных управлений, происходящих в рассматриваемом объ-
екте. Эффективность регулирования обеспечивается динамическими характери-
стиками и реакцией системы на внешние возмущения [12–22]. 

Основными результатами работы являются: 
 построен пространственный годограф; 
 сформулирован и продемонстрирован критерий абсолютной устойчивости 

импульсной системы управления. 
Таким образом результаты представленные в данной статье вносят свой 

вклад в развитие теории систем с распределёнными параметрами. 
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И.М. Першин, А.В. Малков, Г.Е. Веселов, М.И. Першин  

АВТОМАТИЗАЦИЯ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ ДОБЫЧИ 

ГИДРОМИНЕРАЛЬНОГО СЫРЬЯ 

Проблема рационального природопользования в области  добычи  гидроминерального 

сырья требует применения новых технологических решений, обеспечивающих экологиче-

скую безопасность эксплуатации гидроминеральной  базы при возрастающих потребно-

стях в гидроминеральном сырье. Используя  принципы и методы  систем с распределенны-

ми параметрами, удается (при заданных полях депрессионной воронки отражающих же-

лаемый технологический режим  эксплуатации месторождения минеральных вод) обеспе-

чить увеличение дебита. Желаемый технологический режим обеспечивается системой 

управления параметрами гидролитосферного процесса. Входным воздействием на объект 

управления (гидролитосферный процесс)  служат дебиты добывающих скважин. Функцией 

выхода – понижение уровня в зонах расположения скважины. Проблема выбора исполни-

тельного устройства (определение числа  добывающих скважин и их расположения) явля-

ется одной из центральных при  решении задачи проектирования распределенных систем 

управления  гидролитосферными процессами. Добывающие скважины оказывают сущест-

венное воздействие на понижение уровня в зонах их расположения. Математически опи-

сать это воздействие можно с использованием  соотношения  Джейкоба, использующего  

значения гидравлических параметров водоносных горизонтов. Определение этих парамет-

ров – сложная и дорогостоящая задача. В статье рассматривается технология проекти-

рования системы управления  одной добывающей скважиной и переход к распределенным 

системам управления гидролитосферными процессами.

 

Приводится структура и методи-

ка вычисление параметров  аппроксимирующего  звена описывающего  изменение уровня по 

пространственной координате.  Для определения параметров рассматриваемого звена 

проводятся либо экспериментальные исследования , либо численное моделирование объек-

та управления. Используя аппроксимирующее звено, в статье рассматривается решение 

задачи выбора числа  добывающих скважин  исходя из обеспечения  максимального дохода 

за выбранный срок эксплуатации месторождения. При этом было задано одинаковым по-

нижение уровня в зонах расположения добывающих скважин, обеспечивающее заданный 

технологический режим эксплуатации месторождения, а так же  геометрические грани-

цы расположения  скважин. Безусловно, выбор числа добывающих скважин может осуще-

ствляться исходя и из других критериев. Проектирование распределенных систем управле-

ния совокупностью добывающих скважин рассмотрено в литературе по синтезу систем с 

распределенными параметрами. 

Гидролитосферные процессы; добывающие скважины; оптимизация; депрессионная 

воронка. 
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