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А.Ю. Вареникова  

ПРИМЕНЕНИЕ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ РЕКОНСТРУКТИВНОЙ 

ТОМОГРАФИИ ДЛЯ ЦЕЛЕЙ АКУСТИЧЕСКОЙ ВИЗУАЛИЗАЦИИ
*
  

Рассмотрены вопросы применения методов реконструктивной томографии для вос-

становления структурных характеристик слоистого биологического объекта. Приведены 

особенности реализации интегральных (аналитических) и итерационных методов обра-

ботки томографических данных. Отмечены преимущества и недостатки каждой группы 

методов. Показано, что итерационные методы реконструктивной томографии обладают 

рядом преимуществ при исследовании биологического объекта в сравнении с интегральны-

ми методами. Представлен математический аппарат итерационных методов реконст-

руктивной томографии. Приведены отличия различных модификаций данной группы мето-

дов. В частности, отражено, что мультипликативная модификация алгебраических ме-

тодов (MART) позволяет получить наиболее информативные данные о распределении 

структурных характеристик на границах слоистого биологического объекта. Рассматри-

вается решение прямой задачи акустической томографии. В качестве информативной 

характеристики предложен нелинейный параметр, обладающий большей чувствительно-

стью к структурным изменениям объекта, слои которого обладают близкими значениями 

акустического импеданса. Представлена математическая модель метода восстановления 

распределения нелинейного параметра. Данная модель основана на уравнении для простой 

волны и функции точечного источника. Получены математические выражения для опреде-

ления значения нелинейного параметра второго порядка в точке исследуемого объекта на 

основе восстановления распределения амплитуды колебательной скорости второй гармо-

ники ультразвуковой волны. С учетом математической модели метода определения значе-

ний нелинейного параметра в точке среды было получено распределение добавок к колеба-

тельной скорости для слоистого биологического объекта. Описана структура исследуемо-

го объекта. На основе полученных данных показан процесс получения проекций, реализуе-

мый с помощью алгебраических методов реконструкции (ART). 

Акустическая томография; прямая и обратная задачи реконструктивной томогра-

фии; интегральные и итерационные методы реконструктивной томографии; нелинейный 

параметр. 
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A.Yu. Varenikova 

THE USE OF ITERATIVE METHODS OF RECONSTRUCTIVE 

TOMOGRAPHY FOR THE PURPOSES OF ACOUSTIC IMAGING 

The article deals with the application of methods of reconstructive tomography to restore 
the structural characteristics of a layered biological object. The features of implementation of 
integral (analytical) and iterative methods of tomographic data processing are given. The ad-
vantages and disadvantages of each group of methods are noted. It is shown that iterative methods 
of reconstructive tomography have a number of advantages in the study of a biological object in 
comparison with integrated methods. The mathematical apparatus of iterative methods of recon-
structive tomography is presented. Differences of different modifications of this group of methods 
are given. In particular, it is reflected that the multiplicative modification of algebraic methods 
(MART) allows obtaining the most informative data on the distribution of structural characteris-
tics at the boundaries of a layered biological object. The solution of the direct problem of acoustic 
tomography is considered. As an informative characteristic, a nonlinear parameter is proposed, 
which is more sensitive to structural changes of the object, the layers of which have close values of 
acoustic impedance. A mathematical model of the method for restoring the distribution of a non-
linear parameter is presented. This model is based on the equation for the simple wave and the 
point source function. Mathematical expressions are obtained to determine the value of the se-
cond-order nonlinear parameter at the point of the object under study on the basis of restoring the 
amplitude distribution of the vibrational velocity of the second harmonic of the ultrasonic wave. 
Taking into account the mathematical model of the method for determining the values of the non-
linear parameter at the point of the medium, the distribution of additives to the vibrational velocity 
for a layered biological object was obtained. The structure of the investigated object is described. 
On the basis of the data obtained, the process of obtaining projections realized by means of alge-
braic reconstruction methods (ART) is shown. 

Acoustic tomography; direct and inverse problems of reconstructive tomography; integral 
and iterative methods of reconstructive tomography; nonlinear parameter. 

Введение. Методы реконструктивной томографии являются одними из наи-
более распространенных методов исследований внутренних структур биологиче-
ского объекта. Томографические методы позволяют восстанавливать картины рас-
пределения различных структурных характеристик объекта и на их основе строить 
послойные изображения внутренних структур. Качество получаемого изображения 
во многом зависит от числа ракурсов, количества приемников, устойчивости алго-
ритма восстановления к шумам [1–3].  

Известно, что получение томографического изображения объекта предпола-
гает решение двух задач: прямой и обратной. 

Прямая задача реконструктивной томографии – получение распределения 
информативных параметров, характеризующих структуру исследуемого объекта, 
на основе взаимодействия тканей и внешнего излучения. 

Обратная задача томографии заключается в визуализации исследуемого объ-
екта путем восстановления распределения информативного параметра [4–7]. 

Известны следующие группы методов реконструктивной томографии: анали-
тические (интегральные) и итерационные. 

Аналитические или интегральные методы базируются на точных решениях 
уравнений восстановления заданного сечения объекта. Математический аппарат 
этих методов основан на преобразованиях Радона и Фурье.  

Итерационные методы восстановления предполагают аппроксимацию иссле-
дуемого объекта массивом ячеек равной плотности, представляющих собой иско-
мые значения диагностических параметров. Эти значения связаны между собой 
системой линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) со свободными членами, 
являющимися отсчетами на проекции. Наиболее распространенными методами 
данной группы являются метод простой итерации и алгебраический метод восста-
новления (ART) [8–11]. 
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Преимуществом интегральных методов является высокая скорость обработки 

информации и низкие вычислительные затраты. В тоже время итерационные ме-

тоды дают возможность учета любой геометрии патологических новообразований, 

классификации биофизических процессов, приводящих к появлению подобных 

включений. 

Постановка задачи. Большинство итерационных методов томографии осно-

ваны на следующем соотношении: 

                               ,                                       (1) 

где       – k-е приближение к решению СЛАУ;         – (k+1)-е приближение к ре-

шению СЛАУ;    – последовательность вещественных чисел (релаксационных 

множителей);     – последовательность невырожденных матриц,    – лучевая сумма 

для приближения      . 
Для решения СЛАУ в реконструктивной томографии чаще всего использу-

ются метод простой итерации и метод ART. 

В случае применения метода простой итерации соотношение (1) принимает 

следующий вид: 

                             ,                                        (2) 

Релаксационный множитель τ определяется границами собственных значе-

ний    матрицы: 

                                                                  (3) 

Оптимальное значение релаксационного множителя     : 

     
 

         
.                                                     (4) 

Однако такие условия накладывают значительные ограничения на данный 

метод: необходимо точно знать граничные значения      и     , что не всегда 

представляется возможным. 

Метод ART является одним из наиболее распространенных методов для ре-

шения томографических СЛАУ. Большое количество разработанных для данного 

метода модификаций позволяет адаптировать математический аппарат под разные 

классы решаемых задач [10]. 

Первоначальный вариант метода ART предполагает получение итераций по 

следующей формуле: 

                
       

      

    
     

   ,                                          (5) 

где    
  – i-я строка матрицы   , представленная в виде вектор-столбца,    – релак-

сационный множитель в диапазоне       . 

Одна итерация включает в себя два вложенных цикла, для каждого проекци-

онного значения    корректируются все компоненты вектора   , определяющие 

значение   . 
В данном методе различают частично ограниченный и полностью ограни-

ченный варианты. 

В частично ограниченном варианте учитывается информация о неотрица-

тельности значений искомого вектора: 

  
     

         
   

   
       

      

    
     

     .                                (6) 
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Полностью ограниченный вариант дополнительно учитывает информацию о 

максимальном значении Q, которое не может превысить ни одна из компонент 

искомого вектора: 

  
     

               
   

   
       

      

    
     

                             (7) 

Геометрическая схема метода ART – последовательное ортогональное про-

ецирование на гиперплоскость, определяемое каждым уравнением СЛАУ. 

Для надежной сходимости итерационных процессов была введена промежу-

точная оценка: 

                
       

      

    
     

   .                                         (8) 

В данном случае каждое новое приближение в частично ограниченном вари-

анте определяется как: 

  
     

         
     

   ,                                                 (9) 

в полностью ограниченном варианте: 

  
     

               
     

    .                                     (10) 

Наибольший интерес для визуализации внутренних структур биологического 

объекта представляет мультипликативная модификация метода ART (MART):  

  
     

  
  

    
      

       
   

.                                          (11) 

В данном случае составляющие первого приближения принимаются равными 

единице. Одно из полезных свойств данной модификации состоит в том, что в 

случае, когда любая координата вектора       становится равной нулю, она остает-

ся нулевой на протяжении всего итерационного процесса [10]. Это дает более ин-

формативные данные о границах исследуемого объекта, что имеет особое значение 

при исследовании внутренних структур биологического объекта. 

Кроме вышеуказанных, следует также отметить следующие преимущества 

итерационных методов восстановления изображения: устойчивость к систематиче-

ским и случайным погрешностям, гибкость измерений исходных данных при бо-

лее точном учёте физики процесса, работа с неполными исходными данными, с 

измерениями в ограниченном угле и при малом числе проекций. 

Процесс реконструкции изображения с помощью алгебраических методов 

построен следующим образом. В каждой матрице вычисляется одна лучевая сумма 

при исходном распределении структурной характеристики. Затем определяется 

поправка, которая вводится во все точки, входящие в состав луча. Таким образом 

обрабатывается информация по всем лучам, пересекающим исследуемый объект. 

Поправки, полученные от предыдущей лучевой суммы, учитываются в каждом 

последующем расчете. Таким образом происходит решение обратной томографи-

ческой задачи [10–11]. 

В случае акустической томографии прямая задача – получение распределе-

ния нелинейного параметра, являющегося структурной характеристикой объекта. 

Физические подходы к решению данного вопроса рассматриваются в большом 

количестве работ [13–20].  

Анализ методов определения нелинейного параметра на основе измерения 

амплитуд высших гармоник акустической волны и исследования метода получе-

ния коэффициента нелинейности биологической среды на основе определения ко-
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лебательной скорости позволил создать метод определения распределения нели-

нейного параметра внутри биологических тканей на основе измерения амплитуды 

давления второй гармоники зондирующего сигнала.  

Решение прямой задачи акустической томографии. Для определения зна-

чения нелинейного параметра второго порядка в среде воспользуемся вторым при-

ближением решения уравнения римановой волны [3]:  

      
 

   
       

             ,                                   (12) 

где      – колебательная скорость второй гармоники акустического сигнала,  

ε – нелинейный параметр среды, ω – циклическая частота акустического сигнала, 

u0 – начальная колебательная скорость, x – расстояние, проходимое сигналом, 

 =(t-x/с) – сопровождающая координата. 

Перепишем данное выражение и выразим акустический нелинейный параметр: 

  
   

      

    
            

 .                                                  (13) 

Для построения схемы метода восстановления распределения нелинейного 

параметра в биологическом объекте необходимо получить значение нелинейного 

параметра в точке среды, так как данный показатель является непосредственной 

характеристикой исследуемой среды. Чтобы получить искомые значения приме-

ним функцию Грина, описывающую точечный источник в среде:  

  
 
               

  

               
                                                        (14) 

где         – радиус-вектор точки наблюдения, определяющий положение приемника, 

     – радиус-вектор источника излучения, определяющий положение излучателя. 

Далее запишем выражение для значения нелинейного параметра в точке сре-

ды для координат x и y в следующем виде: 

W(ε)x= 
    

      

               
 
           

       
,                                       (15) 

W(ε)y= 
    

      

               
 
           

       
                                       (16) 

Данная математическая модель метода определения нелинейного параметра в 

биообъекте позволяет строить структуру изучаемого биологического объекта для 

его последующей визуализации. 

Решение обратной задачи акустической томографии с помощью алгеб-

раических методов реконструкции. На основе выражений (15) и (16) было полу-

чено распределение нелинейного параметра в слоистом биологическом объекте. 

Исследуемый объект состоит из следующей группы слоев: жировая ткань (значе-

ние нелинейного параметра – 11,1), мышечная ткань (значение нелинейного пара-

метра – 2,6), миома (значение нелинейного параметра – 2,2). Кроме того, при мо-

делировании учитывалось влияние воды (нелинейный параметр – 3,5). В табл. 1 

приведено распределение добавок к колебательной скорости, соответствующих 

значениям нелинейного параметра для каждого из слоев исследуемого объекта, где 

2,356 – значение для воды, 6,336 – значение для жировой ткани, 1,885 – значение 

для мышечной ткани, 4,869 – значение для миомы.  
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Таблица 1  

Начальное распределение добавок к колебательной скорости, м/с,  

множитель 10
-4 

В полученном распределении область патологии локализована в 5 и 6 стро-

ках и 5,6,7 столбцах матрицы. Матрица представлена в серошкальной градации. 

С помощью алгебраических методов реконструкции были получены две пер-

вые проекции, представленные в табл. 2 и 3.
 

Таблица 2  

Первая проекция 

Таблица 3  

Вторая проекция 

1,756 1,056 1,056 1,616 1,426 1,616 1,616 0,876 1,616 1,756 

3,395 2,695 2,695 3,255 3,065 3,255 3,255 2,515 3,255 3,395 

3,395 2,695 2,695 3,255 3,065 3,255 3,255 2,515 3,255 3,395 

3,605 2,405 2,405 3,465 3,275 3,456 3,456 2,725 3,465 3,605 

4,055 3,355 3,355 3,915 3,725 3,915 3,915 3,175 3,915 4,055 

3,845 3,145 3,145 3,745 3,515 3,705 3,705 2,965 3,745 3,845 

1,756 5,036 0,585 1,145 0,955 1,145 1,145 0,435 1,145 1,756 

1,756 1,056 1,056 1,616 1,426 1,616 1,616 0,876 1,616 1,756 

Заключение. Представленные проекции отображают начальный этап про-

цесса восстановления изображения и требуют работы с большим числом проекций 

для построения полноценного изображения.  

Преимущества нелинейного параметра как характеристики исследуемого 

объекта и алгебраических методов дают возможность получить достаточно каче-

ственное изображение исследуемого объекта. 

2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 

2,356 6,336 6,336 6,336 6,336 1,885 1,885 1,885 1,885 2,356 

2,356 6,336 6,336 6,336 6,336 1,885 1,885 1,885 1,885 2,356 

2,356 6,336 6,336 6,336 6,336 1,885 1,885 1,885 6,336 2,356 

2,356 6,336 6,336 6,336 4,869 4,869 4,869 1,885 6,336 2,356 

2,356 6,336 6,336 1,885 4,869 4,869 4,869 1,885 6,336 2,356 

2,356 6,336 1,885 1,885 1,885 1,885 1,885 1,885 6,336 2,356 

2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 

2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 

3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 

3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 3,995 

4,205 4,205 4,205 4,205 4,205 4,205 4,205 4,205 4,205 4,205 

4,655 4,655 4,655 4,655 4,655 4,655 4,655 4,655 4,655 4,655 

4,445 4,445 4,445 4,445 4,445 4,445 4,445 4,445 4,445 4,445 

2,356 6,336 1,885 1,885 1,885 1,885 1,885 1,885 6,336 2,356 

2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 2,356 
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